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RESUMO

A crescente utilização de diagnósticos por imagem que utilizam radiofármacos está aumentando
a demanda destas substâncias em hospitais e clinicas médicas de todo o planeta. Os radiofár-
macos são compostos que contém fármacos e radioisótopos, que são principalmente produzidos
em reatores nucleares através da fissão de urânio altamente enriquecido. Esse processo de pro-
dução gera grandes quantidades de resíduos radioativos prejudiciais ao meio ambiente, reque-
rendo centenas de anos para se estabilizarem e cessarem seu risco. Uma alternativa moderna
e compacta - livre de urânio - que permite a produção in loco, é a produção por fotoativação
via aceleradores de plasma a laser. Nesse processo, o acelerador gera um feixe de elétrons di-
recionado a colidir com um alvo sólido, produzindo fótons que podem desencadear a reação
fotonuclear. No entanto, obter feixes de elétrons via interação laser-plasma com as proprieda-
des necessárias para atingir o processo de fotoativação é uma tarefa desafiadora. Esta é uma
tecnologia complexa e ainda em desenvolvimento, cujos resultados dependem de uma ampla
gama de características do laser e do plasma. Neste trabalho, utilizou-se a otimização Baye-
siana em simulações PIC em quatro diferentes perfis de densidade de gás H2 como alvos de
um acelerador de plasma a laser, com o intuito de obter um feixe de elétrons apropriado para
a produção do radioisótopo 99Mo. O laser, com potência pico de 5 TW, opera com altas taxas
de repetição no regime automodulado, produzindo pulsos com perfil radial Gaussiano de 15
µm de comprimento longitudinal e 7 µm de raio da cintura. Com a aplicação do algoritmo de
otimização Bayesiana, obteve-se um feixe de elétrons com carga superior a 1300 pC e energias
medianas e máxima de 16,7 MeV e 87 MeV, respectivamente. Após a interação deste feixe
com um alvo de tântalo, haverá fótons com energias suficientes para produzir o radioisótopo
99Mo via da fotoativação. O 99Mo transmuta-se em 99mTc, o radioisótopo mais utilizado em
procedimentos de medicina nuclear.

Palavras-chave: otimização Bayesiana, aceleração laser-plasma, simulação particle-in-cell,
feixe de elétrons.



ABSTRACT

The widespread use of imaging diagnostics that employ radiopharmaceuticals is increasing the
demand for these substances in hospitals and medical clinics worldwide. Radiopharmaceuticals
are compounds that contain drugs and radioisotopes, primarily produced in nuclear reactors
through fission of highly enriched uranium. This production process generates large amounts
of radioactive waste that are harmful to the environment, taking hundreds of years to stabilize
and cease their activity. A modern and compact - uranium-free - alternative that allows on-site
production is the use of laser-plasma accelerators to induce nucleus photoactivation. In this
process, the accelerator generates an electron beam to collide with a solid target, producing
photons that can trigger a photonuclear reaction. However, obtaining electron beams via laser-
plasma interaction with the necessary properties to achieve the photoactivation process is a
challenging task. This is still an under-development technology, whose results depend on a
wide range of laser and plasma quantities. In this work, Bayesian optimization was used in
PIC simulations in four different H2 gas density profiles as targets of a laser-plasma accelerator,
in order to obtain an appropriate electron beam for the 99Mo radioisotope production. It has
been used a 5-TW-peak-power laser that operates at high repetition rates in the self-modulated
regime, producing pulses with a Gaussian radial profile of 15 µm of longitudinal length, and
7 µm of waist radius. Bayesian optimization algorithm allowed that an electron beam with
a charge exceeding 1300 pC and median and maximum energies of 16.7 MeV and 87 MeV,
respectively, was obtained. The interaction of this beam with a tantalum target can potentially
provide photons with sufficient energies to produce the 99Mo via photoactivation. The 99Mo
transmutes into 99mTc, the most widely used radioisotope in nuclear medicine procedures.

Keywords: Bayesian optimization, laser-plasma acceleration, particle-in-cell simulation, elec-
tron beam.
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1 INTRODUÇÃO

Hospitais, clínicas médicas e centros de saúde realizam diariamente diversos procedimentos
de alta complexidade que são resultados dos avanços tecnológicos e científicos desenvolvidos
ao longo do século passado [1]. A medicina nuclear foi uma especialidade médica que sur-
giu devido à adoção de substâncias radioativas em tratamentos e diagnósticos, denominados
radiofármacos, os quais são administrados ao paciente via intravenosa ou oral [2].

Os radiofármacos são compostos por radioisótopos ligados a medicamentos [3]. Os me-
dicamentos permitem a fixação dos radioisótopos em órgãos específicos do corpo humano. A
emissão de radiação corpuscular e/ou eletromagnética destas substâncias possibilita tanto a ob-
tenção de diagnósticos por imagem do órgão de interesse, quanto o tratamento da doença [4].
Para minimizar a exposição do paciente à radiação ionizante, os radioisótopos utilizados nes-
tes procedimentos devem possuir uma meia-vida curta o suficiente para permitir a aquisição
da imagem desejada ou a obtenção do efeito terapêutico desejado, sem submeter o paciente
a longos períodos de radiação. Por tanto, nem todos os radioisótopos são apropriados para
uso em radiofármacos [5]. Usualmente, radioisótopos que emitem partículas β+ e/ou raios γ

são utilizados para diagnósticos, enquanto os que emitem elétrons Auger e partículas β− são
administrados para fins terapêuticos [6].

Dentre todos os diversos radioisótopos utilizados em medicina nuclear, o tecnécio-99m
(99mTc, meia-vida de 6 h) é o mais utilizado, com mais de trinta milhões de procedimentos
por ano em todo o mundo [7]. Ele é rotineiramente administrado para procedimentos de cin-
tilografia de ossos [8], coração [9–11], cérebro [12], mama [13], fígado [14], divertículo de
Meckel [15] e imunocintilografia [16]. Quando administrado ao paciente, o radiofármaco de
99mTc se fixa na estrutura tecidual de interesse e emite raios γ com energia característica de 140
keV [17]. Câmeras gama detectam a radiação emitida em um aparelho de SPECT (do inglês,
single photon emission computed tomography), gerando a imagem que será utilizada para o
diagnóstico [18].

O radioisótopo 99mTc é principalmente produzido via fissão de urânio altamente enriquecido
(235U) em reatores nucleares. Nesses reatores, um alto fluxo de nêutrons, da ordem de 1014

n/cm2s, incide em um alvo de urânio [19], dando início ao processo de fissão nuclear que
resulta na produção de até 42 diferentes radioisótopos [20], incluindo o 99Mo (meia-vida de
66 h), o qual decai em 99mTc dentro de geradores de 99Mo/99mTc [21] após ser separado dos
demais subprodutos da fissão [22]. Devido a meia-vida do 99Mo, esses geradores podem ser
transportados para qualquer lugar do mundo, suprindo a alta demanda global por 99mTc.

Apesar da fissão de urânio altamente enriquecido possibilitar uma produção em larga es-
cala do 99Mo, vários problemas estão associados a esse método de produção. O principal é
a geração de uma alta quantidade de resíduos radioativos, prejudiciais à natureza, que podem
demorar até centenas de anos para decair completamente. Tais resíduos geralmente são realo-
cados e armazenados em grandes e profundos repositórios subterrâneos [23], o que ocasiona
problemas de segurança e falta de espaço para armazenamento, devido ao grande tempo que
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esses materiais permanecem radioativos. Outro problema decorrente da produção centralizada
em reatores nucleares é a consequente necessidade de transportar material altamente radioativo
por longas distâncias [24]. Tal necessidade onera o custo final de produção do 99Mo e torna
mais complexa a sua logística, ainda mais crítica em países em desenvolvimento [25]. Final-
mente, como mencionado por Van Noorden [26], o fechamento de dois reatores em 2009, o
reator de Chalk River, no Canadá, e o reator nuclear de alto fluxo de Petten, na Holanda, evi-
denciou que a cadeia mundial de fornecimento de radioisótopos era frágil, dependendo muito
de alguns reatores construídos nas décadas de 1950 e 1960. Como naquela época esses dois
reatores eram responsáveis por produzir a maior parte do suprimento mundial de 99mTc, seus
desligamentos combinados criaram uma escassez desse radioisótopo. Essa crise motivou pes-
quisas sobre diferentes métodos de produção do radioisótopo 99Mo sem a presença de urânio
altamente enriquecido [26].

Além dos problemas mencionados, políticas internacionais de não-proliferação nuclear en-
fatizam a necessidade de eliminar o uso de urânio altamente enriquecido na produção de radi-
oisótopos médicos [27]. Portanto, desenvolver alternativas aos métodos de produção baseados
em urânio, ou seja, rotas de produção sem 235U que utilizem diferentes tecnologias de acelera-
ção e/ou processos físicos, é um passo crucial para encontrar uma solução mais ecológica para
atender à crescente demanda por 99mTc. Ao longo da última década foram publicados diver-
sos trabalhos sobre produção de radioisótopos livres de urânio. Em uma revisão recente sobre
sobre este tema, Nunes et al. [28] mostraram que, na maioria dos artigos avaliados, os autores
estudaram a utilização de prótons acelerados por cíclotrons como fonte de partículas incidentes
para desencadear reações nucleares livres de urânio.

Um dos possíveis métodos para se produzir o radioisótopo 99Mo sem a presença de urâ-
nio altamente enriquecido é a produção por fotoativação. Neste método alternativo, um feixe
de elétrons, com energia cinética de algumas dezenas de MeV [29], incide em um alvo de
alto número atômico, tipicamente tântalo ou tungstênio. Ao colidirem com o alvo, os elétrons
são abruptamente desacelerados, produzindo fótons de bremsstrahlung que, por sua vez, são
direcionados para alvos que contenham 100Mo. Este isótopo estável, com abundância natu-
ral de 10%, ao absorver um fóton de bremsstrahlung transmuta-se através da rota reacional
100Mo(γ,n)99Mo [29–31]. Esse método de produção é muito mais limpo, ou seja, gera menos
resíduos radioativos prejudiciais à natureza que o método convencional em reatores nucleares,
sendo os resíduos principalmente radioisótopos de nióbio [32]. No entanto, a seção de choque
dessa reação é pequena, significando que a reação possui uma pequena probabilidade de ocor-
rer. Além disso, no caso de um alvo de molibdênio natural, a atividade específica é bastante
reduzida se comparada com um alvo de 100Mo. Ademais, devido ao curto tempo de meia-vida
do 99mTc, métodos de separação destes isótopos são difíceis de se implementar [33].

Os feixes de elétrons necessários para o processo de fotoativação devem possuir uma ener-
gia superior a 8 MeV, preferencialmente com energia mediana superior a 14 MeV, valor que
maximiza a probabilidade da reação ocorrer, pois corresponde à ressonância gigante da reação
fotonuclear de interesse. Esses feixes podem ser produzidos utilizando aceleradores de plasma
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a laser (laser wakefield accelerators, ou LWFA) [34, 35]. Essa tecnologia, que está em desen-
volvimento, vem sendo investigada com o intuito de produzir futuros “aceleradores de mesa”,
compactos e de custo reduzido em comparação aos aceleradores lineares convencionais, devido
à sua capacidade de fornecer gradientes de aceleração da ordem de centenas de GVm−1 [35].
As vantagens do uso de LWFA para a geração do 99Mo englobam a sua compacticidade e a pos-
sibilidade de produção descentralizada do radioisótopo, que pode ocorrer no local da aplicação
(hospital e/ou clínica), eliminando uma complexa logística que deve considerar as meias-vidas
dos radiofármacos. Porém, o uso de LWFA para gerar elétrons com as energias necessárias para
a fotoativação do molibdênio decorre da necessidade de um laser capaz de gerar potências pico
de centenas de TW. Operar em tais regimes implica na obtenção de baixas taxas de repetição,
inferiores a kHz, as quais seriam insuficientes para suprir a demanda por 99Mo [33]. A opera-
ção no regime automodulado (SM-LWFA, do inglês self-modulated LWFA) [36,37], possibilita
a geração de feixes de elétrons capazes de produzir o 99Mo utilizando lasers com potências
pico inferiores a 10 TW, disponíveis em sistemas que podem operar com taxas de repetição de
até alguns kHz [38]. Nessas faixas de potência e frequência, a produção de 99Mo por LWFA
torna-se viável no contexto atual.

A aceleração de elétrons via interações laser-plasma tem potencial para se tornar a tecno-
logia dominante no desenvolvimento de aceleradores compactos. Particularmente, no contexto
dos radioisótopos, podendo impactar positivamente no custo, meio ambiente e na simplificação
da logística, haja vista a produção descentralizada.

Todavia, essa é uma tecnologia ainda em desenvolvimento, complexa e com instabilidades,
cujos resultados dependem de uma ampla gama de características do laser e do plasma. A
utilização do algoritmo de otimização Bayesiana [39] pode ser uma excelente ferramenta para
ajustar as quantidades iniciais de um acelerador de plasma a laser. Esse algoritmo é projetado
para encontrar valores extremos (máximos e mínimos) de funções cuja forma funcional não é
conhecida e com um elevado número de parâmetros de entrada. Ele utiliza o conjunto de dados
dos pontos onde são conhecidos os valores desta função para sugerir um novo ponto no qual ela
deve ser estimada. Após ser obtido o valor da função neste ponto, o banco de dados é atualizado
pela estrutura de repetição.

A técnica de otimização Bayesiana é uma abordagem eficiente para otimizar parâmetros
críticos em experimentos envolvendo aceleradores de plasma a laser. Recentemente, ela foi
aplicada em dois experimentos distintos, onde o algoritmo foi utilizado para controlar os pa-
râmetros de um acelerador em laboratório [40, 41]. Shalloo et al. [40] utilizaram o algoritmo
de otimização para controlar três parâmetros dos perfis de fase espectral e espacial do pulso
de laser, além da densidade do plasma e do ponto focal do laser, totalizando cinco diferentes
parâmetros. Os autores utilizaram duas funções objetivo diferentes: a primeira sendo a carga
total obtida por elétrons com energia superior a 26 MeV e, a segunda, a divergência do feixe
de elétrons. Eles afirmam que embora o feixe otimizado pela segunda função tenha uma me-
nor energia média que aquele obtido pela primeira função objetivo, ele seria mais apropriado
para determinadas aplicações devido a sua menor divergência. Além disso, Jalas et al. [41]
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utilizaram o mesmo algoritmo para otimizar seus resultados a partir das quantidades iniciais:
mistura nitrogênio-oxigênio, região de hidrogênio, densidade do plasma, energia e posição fo-
cal do laser. Neste trabalho utilizaram a função objetivo F =

√
QẼ/∆E, onde Q, Ẽ e ∆E são

respectivamente a carga, a mediana e o desvio absoluto médio da energia do feixe de elétrons.
Um feixe de elétrons com Q = 32 pC, Ẽ = 254 MeV e ∆E = 0,68 % foi obtido após a otimi-
zação da função objetivo. Ademais, um recente estudo demonstrou a utilização de otimização
Bayesiana multitarefa [42] em simulações particle-in-cell (PIC) [43,44], no qual simulações de
alta e de baixa fidelidade foram utilizadas em conjunto para otimizar um acelerador de plasma a
laser mais rapidamente, se comparado ao tempo necessário para otimizar as simulações de alta
fidelidade [45].

Este trabalho propõe utilizar o algoritmo otimização Bayesiana para determinar os parâ-
metros iniciais ideais de um acelerador de plasma a laser, visando a obtenção de um feixe de
elétrons com as características necessárias para viabilizar a produção do radioisótopo 99Mo via
fotoativação. O trabalho está organizado da forma a seguir. Nos capítulos 2 e 3 são apresenta-
dos, respectivamente, os objetivos e a justificativa desse trabalho. No capítulo 4, os principais
conceitos necessários para o entendimento do trabalho e os algoritmos utilizados são apresen-
tados e discutidos. A metodologia utilizada neste trabalho é apresentada no capítulo 5. Os
capítulos 6, 7, 8 e 9 apresentam os resultados e a discussão da otimização Bayesiana de quatro
diferentes perfis de gás. O capítulo 10 apresenta uma comparação entre os perfis otimizados.
A conclusão é realizada no capítulo 11. Por fim, o capítulo 11 apresenta o artigo publicado ao
longo do período do mestrado na integra e uma comparação entre os dois diferentes pacotes de
otimização Bayesiana.
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2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é aplicar o algoritmo de otimização Bayesiana para otimizar
a produção de feixes de elétrons gerados em um acelerador de plasma a laser, com o intuito de
gerar feixes para produzir o radioisótopo 99Mo via fotoativação.

Como objetivo específico, pretende-se produzir um feixe de elétrons com energia cinética
mediana superior a 15 MeV, visando produzir fótons com 14 MeV. Ademais, busca-se maxi-
mizar a carga do feixe acelerado, de modo aumentar a eficiência do processo de fotoativação.
Por fim, pretende-se comparar quatro perfis de densidade de gás distintos, com a finalidade de
se identificar qual produz feixes mais adequados para a fotoativação do 99Mo.
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3 JUSTIFICATIVA

O desenvolvimento das futuras tecnologias de produção de radioisótopos via fotoativação
induzida por aceleradores plasma a laser estão fortemente condicionadas a realização de simula-
ções computacionais do tipo particle-in-cell. Dada a complexidade desses sistemas, descrições
analíticas são difíceis e experimentos-piloto apenas podem ser conduzidos após a obtenção dos
resultados advindos das simulações numéricas. Porém, simulações PIC são computacional-
mente custosas em tempo e volume de dados, podem requerer meses de execução e dezenas
de TB em disco rígido. Torna-se então fundamental estabelecer métodos que permitam anali-
sar os resultados obtidos e prover as condições iniciais corretas para as simulações sucessivas.
Nesse contexto, otimização Bayesiana é uma ferramenta interessante para otimizar tais condi-
ções iniciais, devido a sua capacidade de maximizar funções custosas de se estimar, com forma
funcional desconhecida e elevado número de argumentos.
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4 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Nesse capítulo, são discutidos os processos físicos relacionados à produção de radioisótopos
via fotoativação e os algoritmos computacionais utilizados no trabalho.

4.1 Processos físicos

A produção do radioisótopo 99Mo por fotoativação via aceleração de plasma a laser é ilus-
trada na Figura 1. Quando um feixe de elétrons muito energético (com dezenas de MeV) colide
com um alvo sólido de elevado número atômico, as partículas do feixe perdem energia ciné-
tica devido às interações Coulombianas com o alvo. Em cada uma dessas interações, fótons de
freamento - bremsstrahlung - são gerados pela conservação de energia envolvida no processo:
a energia livre resultante da desaceleração das partículas do feixe é convertida em radiação,
fótons. Esses fótons podem então interagir com átomos do próprio alvo de molibdênio, arran-
cando núcleons, podendo resultar na produção de outros isótopos de molibdênio ou até mesmo
outro elemento.

Figura 1 – Produção de radioisótopos por fotoativação.

Na produção de radioisótopos por fotoativação via aceleradores de plasma a laser podem
ser observados basicamente quatro processos físicos envolvidos: interação do pulso de laser
com um gás, aceleração de um feixe de elétrons pelo campo de rastro de um plasma, produção
de fótons de bremsstrahlung e interação fotonuclear. Cada um desses processos físicos será
discutido em detalhe nas subseções que seguem.

4.1.1 Acelerador de plasma a laser

Cerca de 99% de toda matéria do universo, estrelas, nebulosas, e até mesmo grande parte
do hidrogênio presente no meio interestelar, está na forma de plasma, um gás eletrificado com
átomos dissociados em íons positivos e elétrons negativos [46]. Embora os plasmas sejam
globalmente neutros, instabilidades propagadas podem gerar acúmulos ou rarefações de carga
localmente, produzindo intensos campos eletromagnéticos [35].

Um dos possíveis métodos para produzir plasmas em laboratório consiste em incidir um
pulso laser em um gás. Ao interagir com o gás, fótons do pulso laser podem transferir para os
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elétrons do gás uma energia superior ao seu potencial de ligação, tornando-os livres e portanto
o meio ionizado. Ademais, além de ionizar o gás, o pulso laser de alta intensidade pode induzir
o surgimento de um campo elétrico de grande amplitude, que pode ser utilizado na aceleração
de elétrons. A força ponderomotriz do laser perturba localmente o gás de forma a afastar ra-
dialmente os elétrons, formando uma região de íons no rastro de propagação do pulso. Isso
ocorre porque esses íons possuem uma massa de repouso muitíssimo maior que a dos elétrons,
tornando sua dinâmica tão lenta que eles podem ser considerados estáticos na escala de tempo
da dinâmica dos elétrons. Essa alta quantidade de íons “fixos” no rastro do pulso laser forma
uma grande densidade de carga elétrica positiva que atrai as partículas afastadas. Por sua vez, o
alto número de elétrons atraídos para essa região cria uma densidade de carga elétrica negativa,
afastando-os novamente. Como resultado, essas partículas realizam uma dinâmica oscilató-
ria radial em torno dos íons fixos centrais. Esse comportamento oscilatório local possui uma
frequência angular denominada frequência de plasma ωp e se reproduz em todo o rastro do pulso
laser, causando uma onda de densidade. Como consequência, um campo elétrico também surge
no rastro do pulso laser, cuja amplitude depende da densidade de elétrons ne do plasma. Esses
campos de rastro (ou wakefields) criados pela propagação do pulso laser podem, dependendo
da densidade do plasma, sustentar gradientes de aceleração da ordem de centenas de GVm−1

no plasma. Eventualmente, elétrons do próprio plasma podem ser capturados e acelerados pelo
campo de rastro em um processo conhecido como autoinjeção [35]. A Figura 2 ilustra essa me-
canismo. Nela é mostrado, pela escala de cor, uma onda de densidade no plasma, causada pela
propagação de um pulso de laser, que se propaga para a esquerda no eixo kp(ct− z), induzindo
uma onda de densidade no seu rastro. O eixo kpx apresenta um dos dois eixos transversais a
propagação do pulso laser.

Figura 2 – Representação de uma onda de densidade ocasionada no plasma por um pulso de
laser gaussiano. Fonte: Esarey et al. [35].

No acelerador de plasma a laser, o pulso laser é focalizado em um alvo gasoso, que pode
ser produzido por um jato de gás de hidrogênio (H2) que se expande no vácuo. O gás é injetado
com alta pressão através de um bico (nozzle) com um orifício submilimétrico. Controlando-se
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a geometria desse bico e a pressão de injeção do gás é possível modular seu perfil de densidade
durante sua expansão no vácuo. Bicos com dimensões específicas, como o de Laval [47, 48],
permitem obter jatos supersônicos [49], com perfis de densidades uniformes e transições bem
definidas.

Um pulso laser é essencialmente caracterizado por sua frequência angular ω, possuindo
associadamente um comprimento de onda λ = 2π/ω, e por seu comprimento cτ , onde c é a
velocidade da luz e τ é o tempo de duração do pulso. Um pulso de laser pode se propagar
em um plasma com densidade de elétrons constante ne menor que a densidade crítica, definida
como [35]

ncr ≡ ϵ0me

(ω
e

)2
, (4.1)

onde ϵ0 é a constante de permissividade do vácuo, me é a massa do elétron e e é a carga ele-
mentar. Além disso, razão entre a frequência de plasma,

ωp = e

√
ne

ϵ0me

, (4.2)

e a frequência do laser, ω, caracteriza as velocidades de fase (vf ) e de grupo (vg) do laser,

vf =
c√

1 − (ωp/ω)2
, (4.3)

vg =c
√

1 − (ωp/ω)2. (4.4)

Adicionalmente, como a frequência do laser é mantida fixa neste trabalho, uma vez que a razão
ωp/ω seja definida, a mesma pode ser utilizada na obtenção da densidade de elétrons do plasma,

ne =

(
2ωp/ωπc

λ

)2 (ϵ0me

e2

)
. (4.5)

A força ponderomotriz, que produz as ondas no plasma, é seguida por um campo de rastro
cujo comprimento é caracterizado pelo seu comprimento de onda λp = 2πc/ωp. Se a densidade
do plasma ne é tal que cτ ⪅ λp/2 = r0, onde r0 é o raio da cintura de um pulso laser gaus-
siano, um campo de rastro com cavidades aproximadamente esféricas é gerado. Ademais, se a
potência pico do laser PL ultrapassar a potência crítica,

Pc [GW] = 30
(

τ [fs]

λ [µm]

)
, (4.6)

o regime de bolha é obtido. Tal regime permite a obtenção de feixes de elétrons quase mo-
noenergéticos de alta energia cinética, mas requer pulsos lasers ultracurtos e potências pico
superiores a 100 TW [33], obtidas apenas em sistemas mais caros. Uma opção mais acessível é
operar no regime automodulado ou SM-LWFA, que pode ser implementado com sistemas lasers
compactos, chamados de laser de mesa, capazes de produzir pulsos com potências pico da or-
dem de alguns TW, com taxas de repetição de até kHz. Nesses sistemas, são produzidos pulsos
longos (cτ > λp), de forma que no comprimento total do pulso cabem vários comprimentos de
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onda do plasma, desenvolvendo uma interação ressonante que causa a sua modulação. Para isso,
a densidade do plasma deve ser ajustada de tal maneira que a potência do pulso laser exceda a
potência crítica para a autofocalização,

Pcaf [GW] = 17,4
(
ncr

ne

)
. (4.7)

Nesse caso, o pulso laser é progressivamente modulado pela distribuição heterogênea da den-
sidade de plasma, proporcionando sua fragmentação no decorrer da propagação. Os pulsos
fragmentados são de alta amplitude, causando intensos campos elétricos no plasma que propi-
ciam a produção feixes de elétrons com energias que variam de zero a dezenas de MeV [50,51].
Um acelerador com estas características está sendo desenvolvido no Instituto de Pesquisas Ener-
géticas e Nucleares (IPEN) [52]. A Figura 3 ilustra essa interação laser-plasma. Nela, é repre-
sentado um pulso laser, que se propaga para a direita, sendo modulado pelo plasma.

Figura 3 – Representação de um pulso de laser (linha pontilhada), que se propaga para a
direita, sendo fragmentado. A linha solida representa o campo de rastro no regime
automodulado. Fonte: Figura adaptada de Esarey et al. [35].

Por fim, um importante parâmetro do laser é a amplitude de pico do potencial vetor norma-
lizado, a0, que define a amplitude do pulso de laser e é relacionado com a potência pico do laser
por

P [GW] ≃ 21, 5
(a0r0

λ

)2
, (4.8)

se o laser possuir um perfil radial gaussiano. Dessa forma, a amplitude de pico do campo
elétrico do laser é dada por

EL [TVm−1] ≃ 3,21
a0

λ [µm]
. (4.9)

Além disso, devido a característica senoidal do campo de rastro, resultado da oscilação
do plasma, a aceleração dos elétrons se dá apenas no chamado comprimento de defasagem,
definido como a distância que uma partícula relativística percorre até sair da fase de aceleração
da onda de plasma e entrar em uma fase de desaceleração do campo de rastro.

4.1.2 Fótons de bremsstrahlung

Um famoso fenômeno físico, descoberto por Wilhelm Conrad Roentgen (1845-1923) no
século XIX, foram os raios X [53]. Eles são produzidos quando uma partícula eletricamente
carregada com energia cinética inicial Ei, que pode variar de dezenas de keV até centenas de
MeV, é fortemente desacelerada (e defletida) pela interação Coulombiana ao colidir com um
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alvo de elevado número atômico. Como resultado, a partícula tem uma nova energia cinética
Ef e raios X com uma energia determinada pela diferença de energia cinética da partícula
∆E = Ei − Ef = hc/λ é emitido, sendo h a constante de Planck.

Se um feixe de partículas altamente energéticas, que pode ser obtido por um acelerador
de plasma a laser, é incidido em um alvo sólido, as partículas do feixe tem a probabilidade de
interagir com os átomos do alvo. Dessa forma, fótons são emitidos em cada interação, formando
um espectro contínuo de raios X, denominado bremsstrahlung (radiação de freamento). A
Figura 4 ilustra o espectro de raios X do elemento tungstênio, sendo as regiões contínuas desse
espectro formadas por fótons de bremsstrahlung. Na figura, E é a energia dos fótons produzidos
e nγ é o número de fótons produzidos que saem do alvo entorno desta energia.
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Figura 4 – Espectro de raios X do tungstênio obtido com o código xpecgen [54].

Além das regiões contínuas, o espectro ilustrado pela Figura 4 também apresenta picos
bem definidos, chamados linhas de emissão, que indicam uma determinada transição eletrônica.
Isso ocorre porque há uma probabilidade da partícula incidente arrancar (ou excitar) um ou mais
elétrons de diferentes níveis eletrônicos de um dos átomos do alvo. Esse átomo, agora ionizado,
volta ao seu estado natural capturando outro elétron e emitindo um fóton com a energia da
transição. No caso de ser um elétron de uma camada eletrônica interna, o fóton liberado possui
uma energia dentro do espectro de raios X. As energias necessárias para excitar ou ionizar
um elétron interno (e, consequentemente, a energia do fóton emitido) variam de acordo com
o material, de modo que cada elemento químico possui uma combinação única de linhas de
emissão no espectro de energia [55].

4.1.3 Interação fotonuclear

Os fótons, ao atravessarem um determinado material, percorrem uma distância que depende
da probabilidade ou seção de choque de interação para cada tipo de evento que pode absorver
ou espalhar a radiação. No caso de partículas altamente energéticas, como fótons de raios X ou
gama, a interação com os núcleos atômicos ocorre através da excitação ou ejeção de núcleons
(prótons ou nêutrons) dos átomos do material. Esse fenômeno é denominado interação fotonu-
clear. Devido à força nuclear forte, que liga os núcleons, é necessária uma grande quantidade
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de energia (∼ 10 MeV por núcleon) para romper essa ligação. Assim, fótons com energias
inferiores à energia mínima da ligação nuclear não são capazes de ejetar um núcleon do átomo.

Em geral, as interações fotonucleares causadas por fótons com energias inferiores a 35 MeV

ocorrem devido à ressonância gigante de dipolo [56]. Nessa interação, o campo elétrico de um
fóton transfere sua energia para o núcleo do alvo, causando uma instabilidade nos núcleons e
excitando o núcleo para um estado de energia mais elevado, no qual há liberação de um núcleon.
A ressonância máxima ocorre em energias entre 13 − 18 MeV [57] em elementos pesados.

A rota reacional é o caminho pelo qual uma reação nuclear ocorre. Uma reação nuclear con-
siste em um processo no qual um núcleo atômico é modificado, seja pela interação com outras
partículas nucleares ou pela interação com alguma radiação. Elas resultam na emissão de par-
tículas, como prótons, nêutrons e/ou na emissão de radiação eletromagnética. Para representar
as rotas reacionais na produção de radioisótopos, comumente utiliza-se a notação
“isótopo alvo”(“partícula incidente”,“partícula ejetada”)“isótopo produzido”.

Dentre as possíveis rotas reacionais (sem o uso de urânio altamente enriquecido) para a
produção do radioisótopo 99mTc destacam-se [58]:

• 96Zr(α,n)99Mo−→
β−

99mTc;

• natW(p,n)99mTc

• 98Mo(n,2n)99mTc

• 98Mo(n,γ)99Mo−→
β−

99mTc;

• 100Mo(γ,n)99Mo−→
β−

99mTc;

• 100Mo(p,pn)99Mo−→
β−

99mTc;

• 100Mo(p,2n)99mTc.

Presente em três destas rotas, o 100Mo é o isótopo de molibdênio com o maior número de
nêutrons presente na natureza. Ele possui uma meia-vida de aproximadamente 1 × 1019 anos
e uma abundância relativa de cerca de 9,7% em relação aos isótopos naturais: 92Mo (15,1%),
94Mo (9,3%), 95Mo (15,8%), 96Mo (16.5%), 97Mo (9,6%), 98Mo (24%) e 100Mo (9,7%) [59].
Dentre essas 3 rotas, a rota reacional que utiliza uma partícula γ incidente é a mais apropriada
para ser utilizada em aceleradores LWFA, pois essas partículas podem ser produzidas pela in-
teração do feixe de elétrons acelerado com um alvo de tungstênio ou tântalo. Para outras rotas,
é requerida a aceleração de íons, somente obtidos por outras técnicas, como a TNSA (do in-
glês, target normal sheath acceleration), que requerem lasers de altíssimas potências [60–62].
Ambos mecanismos de aceleração (LWFA e TNSA) vêm sendo estudados para a produção de
radioisótopos há alguns anos [63].

A Figura 5 ilustra a seção de choque da rota reacional 100Mo(γ, n)99Mo, ou seja, a pro-
babilidade da reação ocorrer em função da energia do fóton absorvido. A energia mínima
necessária para quebrar a ligação da força nuclear forte é aproximadamente 8 MeV. A seção
de choque cresce exponencialmente até a ressonância gigante de dipolo, que ocorre em ∼ 14
MeV [29–31], significando que fótons com essa energia possuem uma maior probabilidade de
produzir os radioisótopos de 99Mo por essa rota reacional. Após esse valor, há uma queda ex-
ponencial, de forma que a seção de choque para energias superiores a 20 MeV tende a zero.
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Desta forma, é fundamental produzir fótons com energias entre 10− 18 MeV para que a reação
fotonuclear tenha uma maior probabilidade de ocorrer.

Figura 5 – Seção de choque da rota reacional 100Mo(γ, n)99Mo. Fonte: Tárkkányi et al. [31].

4.2 Métodos computacionais

Simulações computacionais desempenham um papel importante na validação de modelos e
na elaboração de experimentos relacionados à física de plasmas. Isso porque plasmas possuem
um elevado número de partículas interagentes por longas distâncias, ou seja, a força que atua
em uma determinada partícula depende de todas as outras partículas do sistema.

Dada a complexidade envolvida nesses sistemas, métodos numéricos que permitam a sua
solução em tempo finito tornam-se importantes. Um método muito utilizado atualmente é o
particle-in-cell (PIC). Todavia, não basta apenas resolver numericamente o problema, tem-se
que pós-processar a vasta quantidade de dados e propor alterações nas simulações. Nessa linha,
métodos numéricos que permitam a análise e otimização das simulações realizadas tornam-se
também imprescindíveis. O aprendizado de máquina desempenha um papel fundamental nesse
contexto.

4.2.1 Algoritmo particle-in-cell

Dentre as técnicas computacionais existentes para resolver sistemas físicos que envolvem
plasmas, destaca-se o algoritmo PIC [43, 44], que é amplamente utilizado em áreas tais como
astrofísica [64], cosmologia [65], física de estado sólido [66] e em física de feixes. Em física
de feixes, simulações PIC são uma ferramenta essencial no desenvolvimento de aceleradores de
plasma a laser [34, 67].

O algoritmo PIC, cujo laço temporal consta ilustrado na Figura 6, utiliza macropartículas,
que representam um conjunto de partículas físicas agrupadas durante toda simulação. Ao invés
de se calcular as interações entre cada macropartícula, é introduzida uma grade na qual as
grandezas físicas densidade volumétrica de carga ρ e densidade superficial de corrente elétrica
J⃗ são calculadas. Tanto ρ quanto J⃗ são utilizados nas equações de Maxwell, de modo a se
obter o valor médio local do campo elétrico E⃗ e da densidade de fluxo magnético B⃗ em cada
vértice da grade. Por fim, os valores médios dos campos são utilizados na força de Lorentz
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para movimentar as macropartículas próximas a esse mesmo vértice, atualizando-se assim suas
posições x⃗ e velocidades v⃗.

Figura 6 – Laço temporal do algoritmo PIC.

4.2.2 Regressão por Processos Gaussianos e Otimização Bayesiana

Desde o surgimento das redes neurais na década de 1950 [68, 69], muito progresso foi
alcançado em aprendizado de máquina, uma subárea da inteligência artificial. Isso foi devido,
principalmente aos avanços tecnológicos e alto crescimento de poder computacional alcançado
no século XXI.

O aprendizado de máquina é caracterizado pela capacidade de um sistema de aprender a
partir do processamento de dados, visando atingir objetivos e tarefas específicas através de
adaptação flexível [70]. Exemplos de aplicações de algoritmos de aprendizado incluem me-
canismos de busca, sugestões de produtos em lojas virtuais, jogos de tabuleiro (como xadrez,
shogi e go) [71], pesquisas relacionadas à área médica [72, 73] e veículos autônomos [74–76],
dentro outros. Esses algoritmos podem ser classificados em quatro grupos [77]:

• Algoritmos de classificação: utilizados para identificar e classificar objetos em diferentes
grupos. Por exemplo, a partir de uma fotografia de um animal, o algoritmo consegue
determinar a espécie do animal.

• Algoritmos de regressão: assim como os algoritmos de regressão amplamente utilizados
em matemática e estatística, esses algoritmos podem predizer um valor de saída com base
em dados conhecidos.

• Algoritmos de agrupamento: utilizados para segregar, ordenar e agrupar um conjunto de
dados com base em sua semelhança.

• Algoritmos de reforço: utilizados para treinar agentes de jogos digitais. O agente é ex-
posto a uma série de situações onde ele é recompensado ou punido com base em suas
ações e desempenho dentro do jogo. Essas recompensas ou punições são utilizadas para
ajustar suas estratégias e melhorar a performance dele ao longo do tempo.

No presente trabalho, pretende-se utilizar algoritmos de regressão na otimização de simu-
lações numéricas. Um exemplo de algorítimo de regressão são os processos Gaussianos. Um
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processo Gaussiano multi-dimensional é uma família de vetores aleatórios com N entradas, que
tem uma distribuição conjunta Gaussiana [78]. É possível entendê-lo como uma distribuição
sobre as possíveis funções amostrais que cruzam um determinado conjunto de dados. Essas
funções amostrais são formadas a partir de um conjunto de variáveis aleatórias dadas por uma
distribuição normal multivariada. Isso significa que, além do ajuste dos dados, também é obtida
uma incerteza associada a esse ajuste [79]. Uma vantagem da utilização de processos Gaussia-
nos em relação a um ajuste polinomial, por exemplo, é que no processo Gaussiano é realizado
um ajuste não-paramétrico nos dados.

A curva que ajustará o conjunto de dados deve ser bem comportada, suave e sem saltos. Isso
significa dizer que para dois pontos muito próximos do conjunto xi e xi+1, espera-se que f(xi)

e f(xi+1) também sejam próximos, ou seja, f(xi) e f(xi+1) são relacionados. Uma distribui-
ção com essa característica é denominada distribuição normal multivariada, com densidade de
probabilidade dada por [80]

P (x) =
e−

1
2 (x−µ)TK−1(x−µ)

(2π)N/2|K|1/2 , (4.10)

onde N é número de dimensões, x são os dados de entrada, µ é a média da distribuição e K é
a matriz de covariância, que determina como esses dados se relacionam entre si. Uma notação
bastante utilizada para representar a distribuição normal multivariada de dimensão N é

N (µ,K) ∼ N




µ1

µ2
...

µN

 ,


K11 K12 . . . K1N

K21 K22 . . . K2N
...

... . . . ...
KN1 KN2 . . . KNN


 , (4.11)

onde N representa uma distribuição Gaussiana multivariada.
Seja M os pontos em que se conhece o valor da função f(x), e N∗ os pontos onde será

realizada a regressão, ou seja, onde o valor de f(x) não é conhecido. Assim, N é o número
total de dimensões, ou a quantidade total de pontos do conjunto de dados, onde o valor de f(x)
é conhecido ou não N = M+N∗. Ao realizar uma regressão em N pontos, é necessário inverter
a matriz de covariância K, cujo tamanho é N×N . Os elementos dessa matriz descrevem como
as variáveis xi e xj estão relacionadas. Espera-se que quando xi, xi+1 e xi+2 são próximos, ou
possuam uma grande relação, Ki(i+1) e Ki(i+2) sejam numericamente similares. Por outro lado,
se xi não estiver relacionado a xj , Kij tende a zero.

A Figura 7 ilustra como a matriz de covariância K relaciona duas variáveis x1 e x2, em
uma distribuição bivariada. Os painéis (a) e (b) da figura ilustram o caso onde as variáveis são
fracamente relacionadas, nesta situação pouco se sabe sobre o valor de x2, tendo a informação
de valor de x1. Por outro lado, os painéis (c) e (d) apresentam um caso onde há uma grande
relação entre as variáveis. As variáveis x1 e x2 são dadas por distribuições Gaussianas indivi-
duais, que se relacionam conforme a matriz de covariância, formando assim uma distribuição
normal multivariada. As matrizes de covariância das Figuras 7(a) e 7(b) e Figuras 7(c) e 7(d),

são respetivamente, K =

(
1 0,1

0,1 1

)
e K =

(
1 0,9

0,9 1

)
.
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Figura 7 – Exemplos de duas distribuições Gaussianas bivariadas com média zero [81].

Há diversos tipos de funções que podem ser utilizadas na determinação dos elementos da
matriz de covariância. Essas funções, denominadas kernels [82, 83], são o que determinarão o
formato da curva ajustada pelo processo Gaussiano, por isso escolher um kernel adequado ao
conjunto de dados em questão é de suma importância. São exemplos de kernels utilizados na li-
teratura: white noise kernel (WNK), exponentiated quadratic kernel (EQK), rational quadratic

kernel (RQK), periodic kernel (PK) e Matérn kernel (MK):

WNK: Kij = σ2δij, (4.12)

EQK: Kij = σ2e−
∥xi−xj∥2

2l2 , (4.13)

RQK: Kij = σ2
(

1 +
∥xi − xj∥2

2αl2

)−α

, (4.14)

PK: Kij = σ2e−
2
l2

sin2 π
|xi−xj |

p , (4.15)

MK: Kij =
σ2

Γ(ν)2ν−1

(√
2ν
l

√
(xi − xj)2

)ν

Jν

(√
2ν
l

√
(xi − xj)2

)
, (4.16)

onde σ2 é a variância dos dados (ruído), δij é a delta de Kronecker, l é a escala de comprimento
dos dados, α é uma constante positiva, p é a distância entre as repetições dos dados, ν é uma
constante positiva, Γ é a função gama e Jν é a função de Bessel modificada de segundo tipo.
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As Figuras 8, 9, 10, 11 e 12 ilustram exemplos dos comportamentos desses kernels nos
painéis (b) e (c). Além disso, os painéis (a) dessas figuras apresentam duas funções amostrais
construídas a partir destes kernels. O eixo x representa a indexação de uma distribuição normal
multivariada, que foi usada para obter uma amostra (eixo y). Portanto, a altura de cada ponto
depende da correlação dos pontos próximos. Quanto mais correlacionadas as distribuições,
mais semelhantes serão os pontos amostrais em y.

Como pode ser observado pela Figura 8(b), a matriz de covariância do white noise kernel

é diagonal (devido a função delta de Kronecker) e por essa razão dois pontos sequenciais xi e
xi+1 não possuem qualquer relação, visto que Ki(i+1) = 0. O parâmetro σ é o desvio padrão da
distribuição normal, de forma seu acréscimo implica em uma maior amplitude na distribuição
[84], como evidenciado na Figura 8(a).
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Figura 8 – (a) Exemplos de duas funções amostrais dadas por distribuições normais multiva-
riadas a partir do WNK, cuja matriz de covariância para σ = 1 consta ilustrada
em (b).

No caso da função exponentiated quadratic kernel o parâmetro l está associado à escala de
comprimento dos dados. Um valor pequeno de l, em relação ao intervalo de interesse, leva a
grande correlação entre pontos próximos, que decai com a distância. Por outro lado, aumentar
l prolonga a distância de correlação entre os pontos, como fica claro pelos painéis (b) e (c) da
Figura 9.
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Figura 9 – (a) Exemplos de duas funções amostrais dadas por distribuições normais multi-
variadas a partir do EKQ, cujas matrizes de covariância para l = 0, 4 e l = 4
constam ilustradas em (b) e (c), respectivamente. σ = 1 foi mantido constante.



33

O RQK, ilustrado na Figura 10 pode ser interpretado como uma soma infinta de EQKs com
diferentes escalas de comprimento (l). O parâmetro α determina o peso entre os diferentes
valores de l. Quando α −→ ∞, o RQK converge para o EQK [84] (observe a semelhança entre
os painéis Figura 9(b) e Figura 10(c)). Quanto menor o valor de α, menos suave se torna a
curva, como ilustrado no painel (a) da Figura 10.
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Figura 10 – (a) Exemplos de duas funções amostrais dadas por distribuições normais multiva-
riadas a partir do RKQ, cujas matrizes de covariância para α = 0, 01 e α = 100
constam ilustradas em (b) e (c), respectivamente. σ = 1 e l = 1 foram mantidos
constantes.

Para um conjunto de dados com características senoidais, pode ser utilizado o periodic

kernel, ilustrado na Figura 11. O parâmetro p está associado ao comprimento de onda da função,
ou seja a distância de repetição entre os dados.
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Figura 11 – (a) Exemplos de duas funções amostrais dadas por distribuições normais mul-
tivariadas a partir do PK, cujas matrizes de covariância para p = 1 e p = 4
constam ilustradas em (b) e (c), respectivamente. σ = 1 e l = 1 foram mantidos
constantes.

Outro kernel bastante utilizado na literatura é o Matérn kernel, ilustrado pela Figura 12. Nos
casos em que ν = n + 1/2, sendo n um número inteiro positivo, o MK pode ser escrito como
um produto de um polinômio de grau n e uma exponencial e para o caso em que ν −→ ∞ ele
converge para o EQK.
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Figura 12 – (a) Exemplos de duas funções amostrais dadas por distribuições normais multi-
variadas a partir do MK, cujas matrizes de covariância para ν = 0, 5 e ν = 10, 5
constam ilustradas em (b) e (c), respectivamente. σ = 1 e l = 1 foram mantidos
constantes.

Essas são as funções kernels mais comuns, porém outras também podem ser utilizadas.
Ademais, utilizar tanto o produto de dois diferentes kernels quanto combinações lineares entre
eles são metodologias aplicadas em diversas situações.

Ao se realizar métodos de regressão tradicionais, considera-se uma única curva que melhor
ajusta o conjunto de dados, sendo essa a curva mais simples, com o menor número de parâme-
tros. No entanto, há infinitas funções que podem ajustar o mesmo conjunto de dados. Através
de processos Gaussianos, consegue-se realizar uma predição estatística sobre todas as possíveis
funções que ajustam os dados, ao assumir que essas curvas são dadas por uma distribuição nor-
mal multivariada. Com essa distribuição sobre as funções, pode-se calcular a média µ∗, como
uma função que será entendida como a estimativa da função que melhor ajusta o conjunto de
dados. É importante ressaltar que não há um interesse na forma analítica de µ∗(x), apenas em
seu valor numérico em cada ponto do domínio. Além disso, também é determinado o desvio
padrão da distribuição, como uma grandeza relacionada ao grau de confiança sobre a predição
em um determinado ponto do domínio.

A função de regressão modelada por uma distribuição normal multivariada a partir dos dados
de entrada x é dada por

P (f |x) = N (f |µ,K), (4.17)

onde f = [f(x1), f(x2), . . . , f(xN )] e x são os dados de entrada. No caso onde não há dados
µ = [µ1 = µ(x1) = 0, . . . , µN = µ(xN ) = 0], pois a os dados são normalizados para média
zero.

Seja x os pontos do conjunto de dados, cuja função possui valor f = f(x) e seja x∗ os
pontos do domínio onde deseja-se estimar a função f∗ = f(x∗). Neste caso, a distribuição de
probabilidade conjunta de f e f∗ é dada por[

f

f∗

]
∼
[(

µ(x)

µ(x∗)

)
,

(
K K∗

KT
∗ K∗∗

)]
. (4.18)

onde K = k(x,x) é a matriz de covariância que relaciona os dados de entrada com eles
mesmos, K∗ = k(x,x∗) é a matriz de covariância que relaciona os dados de entrada com os
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pontos x∗, e K∗∗ = k(x∗,x∗) é a matriz de covariância que relaciona os pontos x∗ com eles
mesmos.

A equação (4.18) descreve a distribuição de probabilidade conjunta P (f ,f∗|x,x∗) sobre
f e f∗. Porém, para regressões se faz necessário a distribuição de probabilidade condicional
P (f∗|f ,x,x∗) somente sobre f∗. Para isso, utiliza-se o teorema das distribuições marginais e
condicionais [85]. Supondo µ(x) = µ(x∗) = 0 e aplicando o teorema:

P (f∗|f ,x,x∗) ∼N (µ∗,Σ). (4.19)

µ∗ =KT
∗ K

−1f , (4.20)

Σ =K∗∗ −KT
∗ K

−1K∗. (4.21)

onde µ∗(x) é a melhor estimativa para o valor do ajuste em x e Σ é o desvio padrão da predição
neste ponto. Em casos mais realistas, o valor da função em determinado ponto possui um
pequeno ruído Gaussiano (y = f(x) + ϵ, com variância σ2

n), de forma que as equações (4.20)
e (4.21) sofrem pequenas correções, pois K se torna K + σ2I , onde I é a matriz identidade.
Assim, µ∗ e Σ são dados por

µ∗ =KT
∗ [K + σ2

nI]
−1y, (4.22)

Σ =K∗∗ −KT
∗ [K + σ2

nI]
−1K∗. (4.23)

A Figura 13 mostra um exemplo da aplicação de processos Gaussianos para ajustar um
conjunto de dados. Nota-se que nas regiões com pontos conhecidos, o valor de µ∗(x) converge
para o valor da função f(x), porém onde há pouca informação sobre comportamento da função,
crescem tanto a diferença entre os valores de µ∗(x) e f(x) quanto a incerteza associada ao
ajuste.
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Figura 13 – Exemplo da aplicação de processos Gaussianos para o ajuste de um conjunto
de dados (pontos em preto). Os pontos foram aleatoriamente distribuídos pela
função f(x) = 0,05x3 + x sen(0,9x) + ϵ, onde ϵ é um ruído Gaussiano com
pequena amplitude. O painel (a) mostra 40 funções amostrais (EQK) obtidas a
partir de distribuições normais multivariadas que cruzam os pontos. No painel
(b) é ilustrada a função f(x) em azul, a média das distribuições das funções
amostrais µ∗, que é a predição do modelo, em vermelho. A região cinza ilustra
±2σ, dois desvios padrões do valor predito.
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Otimização Bayesiana é um algoritmo para a maximizar funções com forma funcional des-
conhecida, sendo muito útil quando a função que se deseja otimizar, denominada função obje-
tivo, é custosa de se estimar, com até 20 dimensões (ou variáveis de entrada) [86].

O algoritmo utiliza o conhecimento prévio de um conjunto de dados. A partir de uma
regressão realizada nesse conjunto de dados, calcula-se a chamada função de aquisição, cuja
posição de seu máximo é o próximo ponto em que a função objetivo será estimada. Após a
determinação desse ponto (ou conjunto de parâmetros), é calculado o “valor verdadeiro” da
função, que no caso de um experimento físico ou químico, significa realizar o experimento
com as condições iniciais (ou conjunto de parâmetros) sugeridas pelo algoritmo. Assim, os
dados são atualizados e uma nova regressão é realizada, fechando o laço do algoritmo [39].
São exemplos de funções de aquisição comuns na literatura: função probabilidade de melhoria,
função melhoria esperada e função limite de confiança superior. No caso do ajuste ser realizado
por processos Gaussianos elas podem ser escritas como:

• Função probabilidade de melhoria

xi+1 = argmax
x

Φ

[
µi(x)− f(x+)− ϵ

σi(x)

]
, (4.24)

onde Φ(A) é a função distribuição acumulada, ϵ é um pequeno número positivo, x+ é o
ponto onde se estimou o maior valor para a função objetivo até a iteração i, µi(x) e σi(x)

são respectivamente a média e o desvio padrão estimados por processos Gaussianos na
iteração i.

• Função melhoria esperada

Z =
µi(x)− f(x+)− ϵ

σi(x)
, (4.25)

χ =

(µi(x)− f(x+)− ϵ)(Φ(Z) + σi(x)ϕ(Z)), se σi(x) > 0,

0, se σi(x) = 0,
(4.26)

xi+1 = argmax
x

χ, (4.27)

onde ϕ(A) é a função densidade de probabilidade.

• Função limite de confiança superior

xi+1 = argmax
x

µi +
√
βi(x)σi(x), (4.28)

βi = 2 log
N(iπ)2

6δ
, (4.29)

onde, βi é o peso da incerteza do ajuste [87], que depende do número de iterações já
realizadas N e de δ, uma constante a ser escolhida pelo usuário no intervalo 0 < δ ≤ 1.

Em todas essas funções, aquilo que se tem certeza sobre a regressão Gaussiana (os pontos do
conjunto de dados e os respectivos valores da função objetivo) é contrabalançado com aquilo
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que não se tem certeza ou não se conhece sobre a função (incerteza σi(x) do ajuste µi(x)).
Assim, mesmo que o algoritmo esteja próximo do máximo global, caso haja uma região do
domínio com pouca informação sobre a função, o algoritmo pode escolher explorar essa região,
sugerindo um ponto na mesma, para avaliar se ele realmente está próximo ao máximo da função
objetivo.

Para a aplicação do algoritmo de otimização Bayesiana foram utilizados os pacotes em
python Bayesian Optimization [88] e Botorch [89]. Por padrão, ambos pacotes utilizam o
Matérn kernel para realizar a regressão por processos Gaussianos. O Bayesian Optimization
permite ao usuário escolher qual função de aquisição ele deseja utilizar entre as três funções
anteriormente descritas. Além do Botorch oferecer ao usuário a opção de escolher as três fun-
ções de aquisição analíticas anteriormente descritas, o usuário também pode escolher funções
de aquisição probabilísticas, a partir de modelos de Monte Carlo. Nesse trabalho foi utilizada a
função limite de confiança superior (ou em inglês, Upper Confidence Bound, UCB).

A partir de um conjunto de dados, os pacotes sugerem o próximo conjunto de parâmetros no
qual função objetivo deve ser estimada. Após ser calculada a nova estimativa da função, com os
parâmetros sugeridos, o resultado é inserido no banco de dados, uma nova regressão é realizada
e um novo conjunto de parâmetros é sugerido.
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5 METODOLOGIA

Neste capítulo, são descritos os procedimentos metodológicos utilizados na aplicação do
algoritmo de otimização Bayesiana em simulações particle-in-cell. A Figura 14 apresenta o
fluxograma da metodologia. Um conjunto de resultados de simulações PIC (com parâmetros
aleatórios) forma o banco de dados que inicia o algoritmo. Em cada simulação é obtido um es-
pectro de energia do feixe de elétrons acelerado, a partir do qual é calculado o valor da função
objetivo. Com os valores da função objetivo é realizada uma regressão por processos Gaussi-
anos, que possibilita a aplicação do algoritmo de otimização Bayesiana. Em cada iteração da
otimização é obtido um novo conjunto de parâmetros de entrada que é utilizado como condição
inicial de uma nova simulação PIC. Por fim, o resultado dessa simulação atualiza o banco de
dados e o laço se repete.
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Figura 14 – Fluxograma do processo de otimização Bayesiana em simulações PIC.

Cada uma destas etapas são discutidas nas seguintes seções.

5.1 Simulações computacionais

Dentre os inúmeros códigos PIC, destaca-se atualmente o FBPIC (Fourier-Bessel Particle-
In-Cell) [90]. O FBPIC é um código desenvolvido em Python que adota uma grade cilíndrica,
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como ilustrado na Figura 15, ao invés da retangular tradicionalmente utilizada. Essa grade é
conveniente em problemas que possuam inicialmente algumas simetrias naturais nesse sistema
de coordenadas, tal como o envelope de pulso laser, tornando o processo computacionalmente
menos oneroso. O FBPIC adota uma representação cilíndrica espectral que permite que modos
distintos do simétrico sejam incluídos. Por esse motivo, o código é considerado quasi-3D, haja
vista que sistemas quasi-simétricos também possam ser adequadamente descritos.

Figura 15 – Pontos azuis representam as macropartículas do sistema. Em (a) representação
de uma grade com geometria 3D cartesiana. Em (b) representação de uma grade
com geometria cilíndrica. Fonte: documentação do código FBPIC [91].

A janela da simulação do código FBPIC, que acompanha o pulso laser que se move da
esquerda para a direita, possui uma velocidade vw tal que

vw =
c

2

(√
1 − ω2

p

ω2 +

√
1 − 1

5
ω2
p

ω2

)
, (5.1)

esta é uma média aritmética para as velocidades de grupo do laser em plasmas homogêneos. A
posição da extremidade direita da janela é dada pela relação s = tsvw, sendo que o tempo de
simulação ts é dado por ts = i∆t, onde i é o número de iterações do algoritmo PIC e ∆t é o
intervalo de tempo entre cada iteração. Assim, a relação

ξ = z − s (5.2)

transforma a posição z do referencial do sistema simulado para o referencial da posição da
janela de simulação ξ. O comprimento total da janela é de 100 µm, começando na esquerda em
ξ = −100 µm e indo até ξ = 0 µm na direita.

As simulações PIC, realizadas através do código FBPIC, foram realizadas no supercompu-
tador Santos Dumont do Laboratório Nacional de Computação Científica (LNCC). Dados de
uma simulação PIC são registrados a cada determinado número de iterações do laço do algo-
ritmo PIC, sendo que uma única simulação pode pode alcançar dezenas de milhares iterações.
Desta forma, dependendo do tempo de registro utilizado, uma única simulação pode facilmente
ultrapassar 500 GB em arquivos HDF5. Com objetivo de poupar espaço de disco, durante a
otimização Bayesiana apenas 2 arquivos por simulação são registrados. O primeiro arquivo é
registrado no tempo inicial da simulação e o segundo, é registrado ao final desta. Além disso,
algumas simulações específicas foram executadas novamente com o tempo de registro usual
(entre 20 e 100 iterações) para analisar a dinâmica do sistema. No pós-processamento de uma
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simulação são gerados cerca de 500 MB em arquivos que incluem diversos vídeos da dinâmica
do sistema. Este pós-processamento consiste na execução de um outro programa, que analisa e
processa os dados brutos obtidos na simulação PIC, podendo atingir um tempo de execução de
alguns dias, dependendo da quantidade de dados da simulação.

A Tabela 1 apresenta as quantidades constantes utilizadas no script do código FBPIC, inde-
pendentemente do sistema físico simulado, definidas a partir de estudos prévios [51].

Tabela 1 – Quantidades iniciais fixas do simulações PIC.

Parâmetro Valor Significado
norder 64 Ordem do estêncil para derivadas em z
n1 ver eq. (4.5) Densidade de elétrons no platô
λ0 800 nm Comprimento de onda do laser
r0 7 µm Raio da cintura do pulso laser
r0sf 2 µm Raio da cintura do laser após a auto-focalização
z0 −50 µm Posição inicial da centroide do pulso de laser
cτ ; 15 µm Comprimento do pulso laser
PL; 5TW Potência pico do pulso laser
a0 1,7432 Amplitude do laser
zmin −100 µm Começo da janela da simulação em t = 0
zmax 0 µm Final da janela da simulação em t = 0

rmax 20 µm
Comprimento da caixa na direção radial
(sistemas das seções 6 e 7)

rmax 50 µm
Comprimento da caixa na direção radial
(sistemas das seções 8 e 9)

Nz 3750 Número de nodos da grade na direção z

Nr 600
Número de nodos da grade na direção r
(sistemas das seções 6 e 7)

Nr 1500
Número de nodos da grade na direção r
(sistemas das seções 8 e 9)

Nm 3 Número modos azimutais
pnz 2 Número de macropartículas por célula na direção z
pnt 2 Número de macropartículas por célula na direção r
pnr 12 Número de macropartículas por célula na direção θ
dz 26,6 nm Tamanho da grade na direção z
dr 33,3 nm Tamanho da grade na direção r
dt 8,895 × 10−17 s Intervalo de tempo entre cada iteração

Há um último parâmetro fixado em todas as simulações. Este parâmetro é denominado
random_seed, que arbitrariamente foi escolhido random_seed = 7 e está relacionado com a
geração de números pseudoaleatórios do código. No código FBPIC há presença de números
aleatórios em duas etapas: 1) na determinação da posição angular das partículas no plasma, no
momento em que elas são inicializadas e 2) no processo de ionização do gás. Desta forma,
para que uma simulação seja reprodutível, a fixação de uma semente de números aleatórios
é fundamental. Caso contrário, resultados finais significativamente diferentes ocorrerão. Na
vida real, esses resultados são esperados, pois as diferentes partículas do gás possuem, de fato,
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posições e velocidades variadas, de modo que um resultado diferente será obtido a cada disparo
do laser. Porém, essa aleatoriedade prejudica muito a otimização do sistema, pois em sua
construção, o algoritmo de otimização Bayesiana pressupõe uma função razoavelmente bem
comportada, com a presença de ruído. Todavia, a não-fixação de uma semente aleatória pode
alterar significativamente o valor da função objetivo para um determinada condição inicial,
como será discutido no capítulo 10.

Foram utilizados 4 GPUs NVIDIA V100 de 32 GB para as simulações descritas nos capítu-
los 6 e 7, que possuem duração de aproximadamente 1,5 h quando apenas os 2 arquivos HDF5
são registrados. Além disso, foram utilizados 8 GPUs NVIDIA V100 de 32 GB para as simula-
ções dos capítulos 8 e 9, visto que estas necessitam uma maior resolução, resultando em cerca
de 3,5 h por simulação quando os 2 arquivos são registrados, um registro a cada 50 iterações
resultaria em um tempo de aproximadamente 20 h por simulação. Isso porque o registro em
disco é a etapa mais onerosa do código.

5.2 Otimização Bayesiana em simulações PIC

Quatro perfis de gás, descritos nos capítulos 6, 7, 8 e 9, foram otimizados. Para aplicar
o algoritmo de otimização Bayesiana em cada perfil é necessário relacionar as quantidades
iniciais das simulações PIC com o feixe de elétrons produzido em cada simulação. Esta relação
é realizada a partir da função objetivo Fobj , definida como

Fobj = max

Nbins∑
i

EiQi, Ei > 8MeV, (5.3)

onde Ei [MeV], Qi [nC] e Nbins são, respectivamente, a energia, a carga total das partículas
com essa energia e o número de bins no histograma do espectro de energia do feixe acelerado,
que por definição é Nbins = 200. A escolha da energia de corte de 8 MeV é devido a seção
de choque da rota reacional 100Mo(γ, n)99Mo iniciar nesse valor. Isso significa que um elétron
com energia menor que essa tem probabilidade zero de produzir um fóton de bremsstrahlung

com energia maior ou igual a energia mínima necessária para a reação ocorrer.
Para iniciar as otimizações, que utilizam o Matérn kernel com ν = 2,5 e função de aqui-

sição limite de confiança superior foram realizadas 10 simulações iniciais aleatórias para a
otimização dos perfis descritos nos capítulos 6 e 7, e 20 simulações iniciais aleatórias para as
otimizações descritas nos capítulos 8 e 9, devido a maior quantidade de parâmetros de entrada
destes sistemas.

Por fim, com o objetivo de se determinar qual o perfil de gás mais apropriado para a pro-
dução do radioisótopo 99Mo, o perfil de gás que resultou na maior função objetivo em cada
otimização foi simulado 60 vezes, sem a semente de número aleatório fixada, e análises estatís-
ticas a partir dos testes t-student e de Tukey [92] foram realizadas.
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6 OTIMIZAÇÃO DE UM PERFIL DE GÁS TRAPEZOIDAL SIMÉTRICO

O perfil de gás H2 trapezoidal simétrico, que por simplicidade será referido a partir deste
momento como caso 1, é o mesmo descrito por Maldonado et al. [51] e está ilustrado na Fi-
gura 16. Esse perfil, que pode ser interpretado como uma aproximação de primeira ordem de
um perfil Gaussiano, pode ser obtido utilizando-se bicos (nozzles) submilimétricos [93, 94] e
pressões de gás adequadas para produzir fluxos de gás supersônicos.

O sistema simulado consiste em um pulso laser com potência pico P = 5 TW com perfil
radial Gaussiano de comprimento longitudinal cτ = 15 µm e raio da cintura r0 = 7 µm que
incide em um gás de perfil trapezoidal simétrico com densidade máxima n1 no platô e rampas
de subida e descida com comprimentos (horizontais) fixos R1 = R2 = 80 µm. Três quantidades
iniciais do sistema são variadas. Os intervalos de variação dos parâmetros de entrada constam
na Tabela 2. Cada combinação de parâmetros iniciais, que definem o sistema físico, resulta em
um feixe de elétrons com determinada característica. No contexto deste trabalho, a qualidade
do feixe está associada a sua capacidade de produzir fótons de bremsstrahlung com energia
suficiente para a produção do 99Mo, sendo avaliada mediante seu espectro de energia.

𝑛1 𝜔𝑝1 𝜔

𝑧𝑓𝑜𝑐

𝑅1 𝐿1 𝑅2 = 𝑅1

𝑛

𝑧

Figura 16 – Esquema do caso 1. A região em azul representa o perfil de densidade inicial do
gás (antes da ionização) e a linha verde indica a posição focal do pulso de laser.

Tabela 2 – Intervalo de variação dos parâmetros de entrada do perfil caso 1. O intervalo de
variação de ωp1/ω implica em uma variação de densidade 0,34 ≤ n1 ≤ 2,78 · 1020cm−3.

Parâmetro Intervalo de variação Significado

ωp1/ω 0,15 ≤ ωp1/ω ≤ 0,4
Razão entre as frequências angulares do plasma
e do laser

L1 30 µm ≤ L1 ≤ 60 µm Comprimento de platô
zfoc 30 µm ≤ zfoc ≤ 60 µm Posição focal do pulso de laser
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6.1 Resultados e discussão

6.1.1 Pacote Bayesian Optimization

A partir função objetivo, definida na equação 5.3, e com as condições apresentadas na seção
6, foram realizadas 400 iterações do algoritmo de otimização Bayesiana. A Figura 17 ilustra
as iterações da otimização com a aplicação do pacote Bayesian Optimization. Há uma evidente
não-convergência do algoritmo, mesmo após 400 iterações. Lembrando que a partir dos resul-
tados obtidos em cada iteração, novos parâmetros de entrada, que deveriam maximizar a função
objetivo, são sugeridos para serem utilizados na iteração seguinte.
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Figura 17 – Função objetivo em cada iteração do algoritmo utilizando o pacote Bayesian
Optimization.

As Figuras 18(a), (b) e (c) ilustram a dispersão da função objetivo em relação aos parâme-
tros de entrada zfoc, ωp1/ω e L1, respectivamente. O painel (b) evidencia que o parâmetro ωp1/ω

apresenta dois comportamentos distintos, o primeiro ocorre no intervalo 0,15 ≤ ωp1/ω ⪅ 0,23,
onde observa-se que o valor de Fobj aumenta com conforme o crescimento de ωp1/ω, enquanto
que para a região ωp1/ω ⪆ 0,23 observa-se o inverso: os valores de Fobj diminuem conforme
ωp1/ω cresce. Esse resultado indica que deve haver um ponto ótimo, próximo a ωp1/ω ≈ 0,23,
que maximiza o valor da função objetivo. Aumentar ωp1/ω significa aumentar a densidade do
plasma (ver equação (4.5)), ou seja, o número de elétrons livres, porém a energia máxima do
feixe cresce conforme e densidade diminui, como mencionado por Malka et al. [95]. Assim,
mesmo que esses feixes tenham uma carga total elevada, devido à maior quantidade de elétrons
no plasma, suas partículas não possuem a energia necessária para a reação fotonuclear, justifi-
cando resultados com valores baixos de Fobj próximos a ωp1/ω ≈ 0,4. Por outro lado, plasmas
com densidade baixa, ou seja ωp1/ω ≈ 0,15, proporcionam a obtenção de feixes de partículas
com alta energia cinética, porém com pouquíssima carga, desta forma, diminuindo também o
valor da função objetivo. Ademais, não há uma correção aparente para os demais parâmetros
zfoc e L1: nota-se valores baixos e altos de Fobj em todo intervalo de variação destes parâme-
tros. A escala de cores indica que o algoritmo avaliou tais parâmetros variando-os em pequenos
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intervalos, criando assim pequenos amontoados de pontos em diversas regiões do domínio. Os
painéis (a) e (c) indicam que o maior valor de Fobj ocorre para zfoc ≈ 53 µm e L1 ≈ 53 µm. A
Figura 18(d) apresenta o gráfico de dispersão do valor da função objetivo em relação a mediana
da energia do feixe ejetado a partir de 8 MeV, onde destaca-se o ponto isolado com função
objetivo Fobj ≈ 10,3 u.a., o melhor resultado obtido para esse sistema. Pode-se observar pelo
painel 18(e) que nessa simulação algumas partículas do feixe atingiram uma energia máxima
de aproximadamente 70 MeV. Além disso, o painel (f) indica que a carga total selecionada do
feixe, que considera apenas partículas com E ≥ 8 MeV, foi superior a 500 pC. Por fim, as
Figuras 18(g) e (h) apresentam, respectivamente, o espectro de elétrons obtido na simulação
que apresentou o maior valor de Fobj e o perfil de gás ótimo - obtido nessa simulação - com o
mapeamento dos painéis que apresentam os parâmetros de entrada na densidade de gás.
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Ẽsel [MeV]

0,0

2,5

5,0

7,5

10,0

F
o
b
j

[u
.a
.]

d)

20 40 60

Emax [MeV]

e)

0 200 400

Qsel [pC]

f)

20 40 60

Esel [MeV]

10−3

10−1

101

Q
s
e
l
[p

C
]

g)

n1(ωp1/ω)

80 µm L1 80 µm

zfoc

(b)

(c)

(a)

z

n h)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
iteração

Figura 18 – Dispersão de Fobj em relação a (a) posição focal do laser, (b) razão entre as
frequências angulares do plasma e do laser, (c) comprimento do platô, (d)
mediana da energia (considerando apenas partículas com E ≥ 8MeV), (e)
energia máxima e (f) carga selecionada (considerando apenas partículas com
E ≥ 8MeV). A escala de cor indica as iterações do algoritmo. Em (g) é apre-
sentado o melhor espectro de elétrons acelerado e em (h), o perfil de gás ótimo
obtido pelo pacote Bayesian Optimization.

Por fim, a Figura 19(a) ilustra o intervalo de confiança de 95% dos espectros das 40 melhores
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e 40 últimas simulações, representadas em azul e vermelho, respectivamente. A grande região
em vermelho indica a falta de convergência do algoritmo para um valor específico da função
objetivo. No entanto, a figura também mostra que a função objetivo escolhida é adequada, pois
os 40 melhores espectros (representados pela região azul) apresentam cargas e energias maio-
res que os espectros representados pela região em vermelho. Esses resultados foram obtidos
através das simulações que alcançaram os 40 maiores valores da função objetivo, representados
pelos pontos azul na Figura 19(b), significando que quanto maior o valor desta função, mais
apropriado para a produção do radioisótopo 99Mo será o espectro.
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Figura 19 – Intervalo de confiança de 95% obtido pelo teste t-student (a) dos espectros das
40 melhores e últimas simulações. As simulações de cada grupo estão indicadas
pelos pontos coloridos em (b), que apresenta o valor da função objetivo em cada
iteração da otimização realizada com implementação Bayesian Optimization.

Efetivamente, as Figuras 17 e 18 indicam que o algoritmo não apresentou convergência para
um valor máximo dentro do intervalo de 400 iterações. De fato, observa-se um compramento
quase aleatório nas sugestões do algoritmo para os parâmetros de entrada. Porém, este com-
portamento de exploração evidenciou a influência dos parâmetros iniciais na função objetivo,
deixando claro que o parâmetro ωp1/ω é de fato o mais relevante.

6.1.2 Pacote Botorch

A Figura 20 mostra as iterações da otimização do caso 1 com pacote Botorch. É possível
observar uma distribuição de pontos diferente daquela vista na Figura 17. Há uma evidente
convergência do algoritmo. Observa-se uma nuvem de pontos em Fobj ≈ 7±1 u.a., que começa
na iteração 1 e vai até aproximadamente a iteração 150. Após essa iteração, há uma grande
diminuição na amplitude da nuvem de pontos, que converge para Fobj ≈ 8 u.a.. No entanto,
esse não é o valor mais alto obtido através de uma sugestão do pacote Botorch (Fobj ≈ 9,6 u.a.,
obtido na iteração 135 do algoritmo). Além disso, pela Figura 17 sabe-se que é possível alcançar
um valor superior a 10 u.a. com este perfil de gás. A não-convergência ao valor máximo pode
ser explicada pela grande influência das pequenas variações dos parâmetros iniciais no valor da
função objetivo, como evidenciado nos painéis da Figura 21.
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Figura 20 – Valor da função objetivo em cada iteração do algoritmo com o pacote Botorch.

A Figura 21(a) apresenta as sugestões do algoritmo para a posição focal do laser, onde
observa-se uma rápida convergência para zfoc ≈ 57 µm. A Figura 21(b) indica que o algo-
ritmo também convergiu muito rapidamente para um valor de ωp1/ω que tende a maximizar o
valor da função objetivo, e como indicado pelo zoom deste painel, o algoritmo fez um ajuste
fino nesse parâmetro, sugerindo pontos com variação na quarta casa decimal. Esse resultado
indica que pacote Botorch encontrou o ponto de máximo dessa variável, pois tanto os pontos
à esquerda quanto os pontos à direta da linha vertical de pontos em amarelo apresentam, em
sua maioria, valores de função objetivo inferiores a estes. Ademais, a Figura 21(c) mostra
claramente a evolução temporal dos valores do parâmetro de entrada L1, onde nota-se que as
sugestões do algoritmo começarem em L1 ≈ 49 µm e conforme as iterações se sucederam, as
sugestões para o comprimento de platô diminuíram até convergir para L1 ≈ 47,5 µm. Adicio-
nalmente, a Figura 21(d) mostra o gráfico da dispersão do valor da função objetivo em relação
a mediana da energia de feixe ejetado a partir de 8MeV, evidenciando a convergência para um
feixe de elétrons com energia mediana Ẽ ≈ 14,5MeV, valor este correspondente à ressonân-
cia gigante da rota reacional 100Mo(γ, n)99Mo, como ilustrado pela Figura 5. Além disso, o
painel (e) da figura mostra que o algoritmo convergiu para um feixe cuja energia máxima das
partículas está no intervalo 64MeV < Emax < 70MeV. Ademais, o painel (f) indica que
a carga selecionada dos feixes produzidos nas simulações com os maiores valores de função
objetivo é aproximadamente cinco vezes maior que a carga dos feixes com os piores valores
de função objetivo. Nota-se que na convergência foram obtidos feixes acelerados com carga
total selecionada 450 pC < Qsel < 500 pC, sendo que no melhor feixe obtido (ou seja, aquele
que apresentou o maior valor de Fobj nesta otimização) obteve Qsel ≈ 550 pC. Por fim, as
Figuras 21(g) e (h) apresentam, respectivamente, o espectro de elétrons obtido na simulação
que apresentou o maior valor de Fobj e o perfil de gás ótimo - obtido nessa simulação - com o
mapeamento dos painéis que apresentam os parâmetros de entrada na densidade de gás.
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Figura 21 – Dispersão de Fobj em relação a (a) posição focal do laser, (b) razão entre as
frequências angulares do plasma e do laser, (c) comprimento do platô, (d)
mediana da energia (considerando apenas partículas com E ≥ 8MeV), (e)
energia máxima e (f) carga selecionada (considerando apenas partículas com
E ≥ 8MeV). A escala de cor indica as iterações do algoritmo. Em (g) é apre-
sentado o melhor espectro de elétrons acelerado e em (h), o perfil de gás ótimo
obtido pelo pacote Botorch.

A Figura 22(a) mostra o intervalo de confiança de 95% dos espectros das 40 melhores e das
40 últimas simulações. Ela evidencia uma grande similaridade entre esses dois grupos, apesar
de haver uma diferença considerável no valor da função objetivo entre algumas simulações
(aproximadamente 1,6 u.a., o que corresponde a cerca de 17% do valor máximo obtido para
essa otimização, Fobj ≈ 9.6 u.a.). Isso ocorre devido a construção desta função, que dá maior
peso às partículas mais energéticas.
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Figura 22 – Intervalo de confiança de 95% obtido pelo teste t-student (a) dos espectros das
40 melhores e últimas simulações. As simulações de cada grupo estão indicadas
pelos pontos coloridos em (b), que apresenta o valor da função objetivo em cada
iteração da otimização realizada com implementação Botorch.

A Figura 23 mostra o resultado da melhor simulação, obtido pelo pacote Botorch, apresen-
tando, em uma fração da janela de simulação, a densidade de elétrons em relação a densidade do
platô, em escala de cinza, e as partículas que constituem o feixe de elétrons acelerado no final
da simulação. A escala de cor das partículas indica a sua energia naquele instante. Na Figura
23(a), a posição ξ = −50 µm corresponde a z = 80 µm (ver equação 5.2), este é o começo do
platô do perfil do gás. Observa-se, nesse momento da simulação, alguns pontos em amarelo,
que representam o começo da trajetória de algumas das partículas que serão ejetadas do plasma
e uma região com ausência de elétrons, que foram afastados devido a alta intensidade do laser,
cuja posição focal é zfoc = 53 µm. Esse afastamento de elétrons cria regiões em forma de
bolhas, como ilustrado pela Figura 23(b), onde pela escala de cinza, são visíveis três bolhas. A
primeira, da direita para esquerda, em ξ ≈ −39 µm, a segunda em ξ ≈ −45 µm e a terceira, em
ξ ≈ −52 µm. Essas bolhas capturam elétrons ao longo do plasma, num fenômeno conhecido
como autoinjeção de elétrons [35, 96], que pode ser observado pelos pontos em amarelo em
ξ > −38 µm. Estas são as partículas que serão capturadas pelas bolhas, e aceleradas no feixe,
a partir da parte de trás de cada bolha, assim como as demais partículas que já possuem altas
energias, como indicado pela escala de cor. Além disso, a figura evidencia que as partículas
aceleradas na segunda e na terceira bolhas, apresentam um comportamento oscilatório carac-
terístico das oscilações betatron [97]. Na Figura 23(c), ξ = −50 µm corresponde ao meio da
rampa de descida do perfil de densidade. Observa-se nesse momento da simulação, que houve
uma união entre a segunda e a terceira bola do painel (b), formando um bolha grande com alta
quantidade de carga elétrica e partículas com energias superiores a 50 MeV. Esse feixe se pro-
paga por mais 40 µm até começar a ser ejetado no plasma. Nesse processo, o campo de rastro
transversal, responsável pela focalização do feixe diminui, de forma que o feixe de elétrons co-
meça a se dispersar. A Figura 23(d) apresenta o feixe já completamente ejetado, com partículas
com energia superior a 50 MeV na região ξ = −50 µm.
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Figura 23 – Evolução temporal da simulação do caso 1 (Botorch) que apresentou o maior va-
lor de função objetivo. Densidade de plasma normalizada pela densidade platô,
em escala de cinza, e partículas que formam o feixe acelerado no final da simula-
ção. A escala de cor das partículas indica sua energia em determinado momento.

Existem vários estudos na literatura que abordam a influência das diferentes regiões de
densidade de um plasma na dinâmica desses sistemas. A variação do comprimento de platô e
da densidade do plasma alteraram a variação do comprimento de defasagem dos elétrons, o que
pode levar a uma maior aceleração dessas partículas. Além disso, cada rampa exerce um papel
diferente no processo de aceleração. Aumentar a densidade do plasma, por meio de uma rampa
de subida, pode aumentar a energia dos elétrons devido ao efeito combinado de bloqueio de fase
e campo de aceleração aprimorado, sem reduzir muito o comprimento de defasagem [98, 99] e
possivelmente influenciar na colimação e na emitância do feixe [96]. Por outro lado, a rampa
de descida proporciona a autoinjeção de um maior número de elétrons na bolha de aceleração,
o que aumenta a carga do feixe [100]. Isso ocorre porque, à medida que o laser se propaga,
a diminuição da densidade do plasma aumenta o comprimento de onda do campo de rastro,
alterando a posição dos elétrons aprisionados em relação à fase do campo de rastro. Ademais,
a diminuição da densidade do plasma reduz a velocidade de fase da onda de plasma [101], o
que também influencia no comprimento de defasagem [102]. Levando isso em consideração e
a partir dos resultados descritos ao longo deste capítulo, decidiu-se por flexibilizar o sistema,
variando os comprimentos das rampas de subida e descida. Tal flexibilização constitui um gás
de perfil trapezoidal assimétrico.
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Ademais, pelos resultados que evidenciaram que a otimização Bayesiana convergiu para um
máximo com a aplicação do pacote Botorch. E que há uma clara não-convergência ao se utilizar
o pacote Bayesian Optimization neste problema em específico, decidiu-se por não utilizar o
pacote Bayesian Optimization nas demais otimizações realizadas ao longo deste trabalho. De
forma que todos resultados apresentados nos demais capítulos foram obtidos pela aplicação do
pacote Botorch.
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7 OTIMIZAÇÃO DE UM PERFIL DE GÁS TRAPEZOIDAL ASSIMÉTRICO

O perfil de gás H2 trapezoidal assimétrico, por simplicidade referido como caso 2, é similar
ao sistema do capítulo 6, com a exceção de que os comprimentos horizontais das rampas de
subida e descida do perfil de densidade do gás são livres, de forma que o sistema possui mais
duas novas variáveis de entrada, conforme esquematizado na Figura 24. As cinco quantidades
iniciais do sistema variadas e seus intervalos de variação constam na Tabela 3.

𝑛1 𝜔𝑝1 𝜔

𝑧𝑓𝑜𝑐

𝑅1 𝐿1 𝑅2

𝑛

𝑧

Figura 24 – Perfil de densidade do gás (antes da ionização). O comprimento horizontal da
rampa de subida R1 e o comprimento horizontal da rampa de descida R2 consti-
tuem as novas duas variáveis do sistema.

Tabela 3 – Intervalo de variação dos parâmetros de entrada do perfil caso 2.

Parâmetro Intervalo de variação Significado

ωp1/ω 0,15 ≤ ωp1/ω ≤ 0,4
Razão entre as frequências angulares do plasma
e do laser

R1 40 µm ≤ R1 ≤ 120 µm Comprimento horizontal da rampa de subida
L1 30 µm ≤ L1 ≤ 60 µm Comprimento de platô
R2 40 µm ≤ R2 ≤ 120 µm Comprimento horizontal da rampa de descida
zfoc 30 µm ≤ zfoc ≤ 60 µm Posição focal do pulso de laser

7.1 Resultados e discussão

A Figura 25 apresenta o valor da função objetivo em cada iteração do algoritmo. É possível
observar uma maior dificuldade para o algoritmo convergir neste caso, em comparação com o
caso anterior (Figura 20), devido à maior complexidade do sistema, que possui cinco variáveis
de entrada. A convergência ocorreu próximo a iteração 30, apresentando-se como uma nuvem
de pontos em Fobj ≈ 8 ± 1 u.a.. Também é possível observar que o valor máximo obtido para
esse sistema Fobj ≈ 11,9 u.a. ocorreu após a iteração 350.
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Figura 25 – Valor da função objetivo em cada iteração do algoritmo para o caso 2.

As Figuras 26(a), (b), (c), (d) e (e) mostram uma maior exploração de parâmetros de entrada,
se comparado a seção 6.1.2. Em relação ao caso anterior, houve um aumento significativo na
variável zfoc, que passou de 56 µm ≤ zfoc ≤ 57 µm no caso anterior para 114 µm ≤ zfoc ≤
117,5 µm nesta otimização, como indicado na Figura 26(a). A Figura 26(b) mostra claramente
as duas regiões de comportamento distinto do parâmetro ωp1/ω observadas na Figura 18(b),
além da convergência para o ponto de máximo, semelhante ao observado na Figura 21(b). Po-
rém, nesta otimização a convergência ocorreu para ωp1/ω ≈ 0,21, valor um pouco menor que
o do caso anterior. Ademais, os painéis (c) e (e) da Figura 26 apresentam uma diferença signi-
ficativa em relação ao perfil do gás anterior: a convergência do algoritmo para um sistema com
valores de R1 ≈ 100 µm e R2 ≈ 62 µm determina um perfil de gás na forma de um trapézio
assimétrico, de forma que neste novo sistema, em comparação ao caso anterior, o comprimento
horizontal da rampa de subida é maior e o comprimento da rampa de descida é menor. Além
da diferença nos comprimentos das rampas, o comprimento do platô também variou entre os
dois sistemas otimizados. No sistema da seção 6.1.2, obteve-se 47 µm ≤ L1 ≤ 48 µm na con-
vergência, enquanto que no sistema assimétrico, o perfil convergiu para L1 ≈ 60 µm, conforme
indicado na Figura 26(d). Desta forma, o perfil de densidade ótimo possui um comprimento
total de Lt ≈ 222 µm como indicado pela Figura 26(f). Adicionalmente, a Figura 26(g) mos-
tra que o algoritmo convergiu para um sistema com energia mediana (acima de 8MeV) no
intervalo 13MeV < Ẽ < 16MeV. Além disso, a simulação que apresentou o maior valor
de função objetivo obteve Ẽ ≈ 17MeV, valor superior ao encontrado na otimização da seção
6.1.2 e próximo ao alcançado na otimização da seção 6.1.1. Ademais, pelo painel (h) da figura,
observa-se uma nuvem de pontos entre 60MeV < Emax < 75MeV, indicando que não houve
grande aumento no valor da energia máxima das partículas, se comparado ao caso da seção
6.1.2. Porém, como indicado na Figura 26(i), em várias simulações, feixes com carga seleci-
onada acima de 500 pC foram obtidos, sendo que a melhor simulação desse sistema, ou seja,
aquela que apresentou o maior valor de Fobj , alcançou um feixe de elétrons com energia má-
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xima Emax ≈ 75MeV e carga selecionada Qsel ≈ 600 pC, que representa um aumento razoável
em relação ao sistema anterior. Por fim, as Figuras 26(j) e (k) apresentam, respectivamente, o
espectro de elétrons obtido na simulação que apresentou o maior valor de Fobj e o perfil de gás
ótimo - obtido nessa simulação - com o mapeamento dos painéis que apresentam os parâmetros
de entrada na densidade de gás.
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Figura 26 – Dispersão de Fobj a (a) posição focal do laser, (b) razão entre as frequências
angulares do plasma e do laser no primeiro platô e comprimentos (c) da primeira
rampa, (d) do platô e (e) da última rampa e (f) total do plasma, (g) mediana da
energia (considerando apenas partículas com E ≥ 8MeV), (h) energia máxima
e (i) carga selecionada (considerando apenas partículas com E ≥ 8MeV). A
escala de cor indica as iterações do algoritmo. Em (j) é apresentado o melhor
espectro de elétrons acelerado e em (k), o perfil de gás ótimo do caso 2.
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Na Figura 27(a) é possível observar uma maior diferença entre o intervalo de confiança
de 95% dos espectros das 40 últimas e 40 melhores simulações em comparação com o caso
anterior apresentado, na Figura 22(a). Essa diferença está relacionada à maior amplitude da
nuvem de pontos, mostrada na Figura 27(b), que por sua vez está associado à maior dificuldade
do algoritmo em convergir devido ao número maior de parâmetros de entrada. Além disso, é
possível observar que tanto as 40 melhores quanto as últimas simulações produziram feixes de
elétrons com energias máximas pouco superiores às obtidas no caso anterior.
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Figura 27 – Intervalo de confiança de 95% obtido pelo teste t-student (a) dos espectros das
40 melhores e últimas simulações. As simulações de cada grupo estão indicadas
pelos pontos coloridos em (b), que apresenta o valor da função objetivo em cada
iteração da otimização do caso 2.

Os painéis da Figura 28 ilustram a evolução temporal da melhor simulação do caso 2, apre-
sentando a janela de simulação em diferentes posições do plasma. Em todos os painéis é pos-
sível observar a densidade de elétrons normalizada pela densidade do primeiro platô, em escala
de cinza, bem como as partículas que compõem o feixe acelerado. A cor das partículas indica
sua energia em um determinado momento. Na Figura 35(a), a posição ξ = −50 µm corres-
ponde ao início do platô do perfil de gás. Nessa posição, pode-se notar uma região central com
poucos elétrons devido à alta intensidade do laser, cuja posição focal no vácuo é zfoc = 113
µm, logo após o começo do platô. Além disso, os pontos em amarelo claro indicam o início
da trajetória de algumas partículas que serão ejetadas do plasma ao final da simulação. Na
Figura 35(b), a posição ξ = −50 µm corresponde ao final platô. É possível perceber, pela
escala de cinza, que quatro bolhas foram formadas ao longo do platô e que as bolhas dois e
três já começaram a se deformar. Nota-se também que partículas de baixa energia, localizadas
em ξ > −40 µm serão capturadas pelas bolhas devido à autoinjeção. Além disso, novamente
observa-se que as partículas com maiores energias apresentam uma trajetória oscilatória, de-
vido a oscilação betatron em torno do eixo de propagação do feixe de elétrons acelerados. Na
Figura 28(c), a posição ξ = −50 µm corresponde ao meio da rampa de descida da densidade.
Nesse momento da simulação, pode-se observar uma maior quantidade de elétrons que serão
autoinjetados no feixe. Devido ao alto número de partículas, o feixe apresenta-se contínuo entre
−67 µm ≤ ξ ≤ −46 µm, com duas regiões contendo partículas que superam 50 MeV de ener-
gia cinética. Além disso, pela escala de cinza, nota-se que houve uma união entre a segunda e a
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terceira bolha. Após esse momento, o feixe percorre cerca de 31 µm até começar a ser ejetado
do plasma. Quando isso ocorre, o campo de rastro transversal, responsável pela focalização do
feixe, deixa de existir e as partículas começam a se dissipar, como mostrado na Figura 28(d).
Nessa figura, é possível observar o feixe já completamente ejetado, mostrando que o diâmetro
da oscilação das partículas dobrou de tamanho em relação ao painel (c).
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Figura 28 – Evolução temporal da simulação do caso 2 que apresentou o maior valor de fun-
ção objetivo. Densidade de plasma normalizada pela densidade platô, em escala
de cinza, e partículas que formam o feixe acelerado no final da simulação. A
escala de cor das partículas indica sua energia em determinado momento.

Ao se analisar os resultados das melhores simulações obtidas ao longo das iterações do
algoritmo de otimização Bayesiana, decidiu-se por tentar aumentar a região de propagação
da grande bolha, apresentada na Figura 28(c), adicionando-se um segundo platô no perfil de
densidade de plasma, de modo a manter o campo de rastro presente na rampa de descida por
um maior comprimento, possibilitando que esse campo continuasse acelerando elétrons. A
adição do segundo platô no perfil de densidade constitui um perfil de gás de dois platôs com
queda de densidade.



56

8 OTIMIZAÇÃO DE UM PERFIL DE GÁS DE DOIS PLATÔS COM QUEDA DE
DENSIDADE

O terceiro perfil de gás H2, referido ao logo do texto como caso 3, está ilustrado na Figura
29. Ele possui duas rampas de descida, com um segundo platô entre elas. A densidade máxima
do segundo platô está, por definição, limitada a densidade do primeiro, sendo ela menor ou
igual a densidade do primeiro platô. No caso das densidades serem iguais, o sistema caso 3
recai no perfil do capítulo 7. Com a adição do segundo platô e da segunda rampa de descida,
um total de 8 parâmetros de entrada, apresentados na Tabela 4, são variados.

𝑧𝑓𝑜𝑐

𝑅1 𝐿1 𝑅2

𝑛

𝑧

𝑛1 𝜔𝑝1 𝜔

𝐿2 𝑅3

𝑛2 𝜔𝑝2 𝜔

Figura 29 – Sistema físico caso 3: 8 parâmetros de entrada são variados. Esses sistema pode
ter um comprimento total de 500 µm, cerca de 57% maior que o comprimento
máximo do caso 2 e mais de duas vezes maior que o comprimento máximo do
caso 1.

Tabela 4 – Intervalo de variação dos parâmetros de entrada do perfil caso 3.

Parâmetro Intervalo de variação Significado

ωp1/ω 0,15 ≤ ωp1/ω ≤ 0,4
Razão entre as frequências angulares do plasma
e do laser

R1 10 µm ≤ R1 ≤ 120 µm Comprimento horizontal da rampa de subida
L1 0 µm ≤ L1 ≤ 80 µm Comprimento do primeiro platô
R2 10 µm ≤ R2 ≤ 120 µm Comprimento horizontal da rampa entre platôs
L2 0 µm ≤ L2 ≤ 60 µm Comprimento do segundo platô

ωp2/ω 0 ≤ ωp2/ω ≤ ωp1/ω

Razão entre as frequências angulares do plasma
e do laser no segundo platô. Por definição, a
densidade do segundo platô deve ser menor ou
igual a densidade do primeiro

R3 0 µm ≤ R3 ≤ 120 µm Comprimento horizontal da última rampa
zfoc 5 µm ≤ zfoc ≤ 200 µm Posição focal do pulso de laser
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8.1 Resultados e discussão

Pela Figura 30, observa-se uma demora muito maior na convergência do algoritmo em com-
paração com os caso anteriores. A convergência ocorreu perto da iteração 100, se apresentando
como uma nuvem de pontos em Fobj ≈ 15,5 ± 1,8 u.a. entre as iterações 100 e 400. No-
vamente, o aumento da demora da convergência deve-se ao crescimento da complexidade do
sistema. Ademais, é evidente um grande aumento dos valores da função objetivo nas melhores
simulações, que alcançaram Fobj ≈ 20 u.a. em algumas simulações.
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Figura 30 – Valor da função objetivo em cada iteração do algoritmo para o caso 3.

A Figura 31(a) mostra que a posição focal variou de zfoc > 65 µm para zfoc ≈ 55 µm,
nas últimas interações, sendo que o valor desse parâmetro na melhor simulação foi zfoc ≈ 58
µm, aproximadamente metade do valor do caso anterior. Observa-se pelas Figuras 31(b), (c)
que o algoritmo convergiu rapidamente para os valores ótimos dos parâmetros ωp1/ω e ωp2/ω,
sugerindo variações na quarta casa decimal. A simulação que apresentou o maior valor de
função objetivo ocorreu com ωp1/ω = 0,216 e ωp2/ω = 0,208, isto representa uma pequena
variação no valor da densidade dos dois platôs, significando uma pequena variação de densidade
na rampa central e um perfil quase trapezoidal. As Figuras 31(d), (e), (f), (g) e (h) apresentam
os demais parâmetros de entrada R1, L1, R2, L2 e R3, respectivamente. O comprimento da
primeira rampa, R1, cresceu ao longo das iterações, passando de R1 < 85 µm para R1 ≈ 96 µm,
sendo que na melhor simulação, R1 ≈ 94 µm. Isso significa que o laser foi focalizado pouco
depois do meio da primeira rampa. O parâmetro L1 também cresceu ao longo das iterações,
variando de L1 ≈ 60 µm para L1 ≈ 66 nas últimas iterações (e na simulação com maior valor
de Fobj). A Figura 31(f) indica uma rápida convergência para 95 µm ≤ R2 ≤ 105 µm, mas
sem um apresentar comportamento bem definido nas sugestões nesse intervalo. Como pode
ser observado na Figura 31(g), o comprimento do segundo platô L2 diminuiu de L2 ≈ 35 µm,
por volta da iteração 200, para L2 ≈ 29 µm últimas iterações, sendo L2 ≈ 31 µm o valor na
melhor simulação. A Figura 31(h) mostra que a variável R3 convergiu no intervalo 80 µm ≤
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R3 ≤ 100 µm. Porém, sem uma clara variação ordenada nas sugestões do algoritmo. O valor
na melhor simulação foi R3 = 94,1. Por fim, esses resultados implicaram que o algoritmo de
otimização convergiu para um perfil de densidade de tamanho total 380 µm ≤ Lt ≤ 390 µm,
como indicado pela Figura 31(i).

Adicionalmente, a Figura 31 evidencia uma grande exploração dos parâmetros iniciais,
como indicado pelos pontos mais escuros. Nota-se, pelo painel (j) que não houve aumento nos
valores da mediana da energia em relação ao caso 2, pois novamente as melhores simulações al-
cançaram Ẽ ≈ 14 MeV, mesmo que os valores da função objetivo quase dobraram. Esse painel
indica que a melhor simulação apresentou uma energia mediana Ẽ = 14,6 MeV, sendo que em
algumas simulações esse valor superou 15 MeV. Por outro lado, a Figura 31(k) apresenta uma
grande diferença no valor da energia máxima, em relação ao caso anterior, com energias vari-
ando no intervalo 70MeV ≤ Emax ≤ 120 MeV nas melhores simulações, sendo que a simula-
ção com maior valor de Fobj alcançou Emax ≈ 81,4 MeV. Outra diferença significativa está na
carga selecionada que, como apresentada pela Figura 31(l), variou entre 800 pC ≤ Qsel ≤ 1150
pC. A melhor simulação obtive Qsel ≈ 1000 pC, esse aumento da carga selecionada é o prin-
cipal fator para o crescimento dos valores da função objetivo. Ele se deve ao tamanho total
do perfil de gás que, como indicado na Figura 31(i), aumentou mais de 75% em relação ao
comprimento total do perfil ótimo do caso 2. Por fim, as Figuras 31(m) e (n) apresentam, res-
pectivamente, o espectro de elétrons obtido na simulação que apresentou o maior valor de Fobj e
o perfil de gás ótimo - obtido nessa simulação - com o mapeamento dos painéis que apresentam
os parâmetros de entrada na densidade de gás.
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Figura 31 – Dispersão de Fobj a (a) posição focal do laser, razão entre as frequências angu-
lares do plasma e do laser (b) no primeiro platô e (c) no segundo platô e com-
primentos (d) da primeira rampa, (e) do primeiro platô e (f) da rampa central,
(g) do segundo platô, (h) da última rampa e (l) total do plasma, (j) mediana da
energia (considerando apenas partículas com E ≥ 8MeV), (k) energia máxima
e (l) carga selecionada (considerando apenas partículas com E ≥ 8MeV). A
escala de cor indica as iterações do algoritmo. Em (m) é apresentado o melhor
espectro de elétrons acelerado e em (n), o perfil de gás ótimo do caso 3.
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A Figura 32 ilustra os diversos perfis de gás, em vermelho, e as posições focais do laser, em
verde, explorados pelo algoritmo de otimização Bayesiana ao longo das iterações. Além disso,
a escala de cores indica o valor de função objetivo obtido por um determinado perfil. Nota-se
que o perfil ótimo apresenta uma forma quase trapezoidal, com o comprimento da primeira
rampa similar ao do caso 2. Porém, com a adição de um segundo platô e de uma rampa central,
há um grande crescimento no tamanho total do perfil do gás.
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Figura 32 – Perfis de densidade e posições focais sugeridas ao longo das iterações.

A Figura 33(a) apresenta uma melhora considerável nos espectros, em relação ao caso ante-
rior, com as medianas dos dois grupos de espectros, indicadas pelas linha em vermelho e azul,
alcançando energias máximas superiores a 80 MeV e em alguns casos, chegando próximo a
100 MeV. Observa-se no painel (a) que no intervalo 8MeV ≤ E ≤ 50MeV a curva azul está
pouco acima da vermelha, significando que há uma maior carga nos 40 melhores feixes, com-
pensando o fato de algumas das 40 últimas simulações possuírem uma energia máxima maior,
como indicado pela região em vermelho.
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Figura 33 – Intervalo de confiança de 95% obtido pelo teste t-student (a) dos espectros das
40 melhores e últimas simulações. As simulações de cada grupo estão indicadas
pelos pontos coloridos em (b), que apresenta o valor da função objetivo em cada
iteração da otimização do caso 3.
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A Figura 34 apresenta a influência da rampa central no espectro ótimo. A partir do perfil
que resultou no maior valor de função objetivo foram construídos dois outros perfis trapezoi-
dais, um deles com a densidade do primeiro platô, denominado “trapézio de cima” e ilustrado
pela linha vermelha e outro com a densidade do segundo platô, denominado “trapézio de baixo”
e ilustrado pela linha azul. A Tabela 5 apresenta os resultados obtidos pela análise dos espec-
tros apresentados na Figura 34(b). Observa-se valores de função objetivo muito próximos nos
espectros obtidos pelos perfis trapezoidais. O perfil de menor densidade produziu um feixe
com uma maior energia máxima (Emax = 81 MeV), porém, com uma menor carga selecionada
(Qsel = 989 pC) que o trapézio de maior densidade. Por outro lado, o perfil ótimo do caso
3 efetivamente apresentou características dos outros dois, com uma carga seleciona maior que
ambos e uma energia máxima pouco maior que o perfil de menor densidade. De forma que, em
comparação ao perfil trapezoidal de menor densidade, o espectro produzido possui uma carga
selecionada 8% maior. O que pode ser pouco, levando-se em consideração a dificuldade experi-
mental de se produzir um perfil de gás com uma rampa central entre dois platôs em laboratório.

0 100 200 300 400

z[µm]

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

n
[1

0
2
0
cm
−

3
]

a)

20 40 60 80

Esel [MeV]

10−3

10−2

10−1

100

101

102

Q
s
e
l
[p

C
]
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Figura 34 – Comparação (a) da influência da rampa central no perfil de densidade ótimo do
caso 3 no (b) espectro obtido.

Tabela 5 – Resultados dos espectros obtidos na análise da influência da rampa central.

Perfil Fobj [u.a.] Ẽsel [MeV] Emax [MeV] Qsel [pC]
trapézio de cima 17,7 14,0 68,8 988,9
trapézio de baixo 17,1 15,0 81,1 919,2

ótimo (caso 3) 19,8 14,6 81,4 999,4

Os painéis da Figura 35 ilustram a evolução temporal da melhor simulação do caso 3, exi-
bindo a janela de simulação em diferentes posições do plasma. Em todos os painéis, a densidade
de elétrons normalizada pela densidade do primeiro platô é mostrada em escala de cinza, jun-
tamente com as partículas que compõem o feixe acelerado. A cor das partículas indica sua
energia em um determinado momento. Na Figura 35(a), a posição ξ = −50 µm corresponde
ao início do primeiro platô do perfil de gás. Nessa posição, é possível observar, pela escala de
cinza, uma região central com poucos elétrons devido à grande intensidade do laser, que está
bem focalizado nesse momento da simulação. Adicionalmente, é possível notar muitos pontos
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em amarelo claro, que correspondem ao início da trajetória das partículas que serão ejetadas do
plasma ao final da simulação. Na Figura 35(b), ξ = −50 µm corresponde ao meio do primeiro
platô do perfil do gás. Neste momento, já estão formadas três bolhas bem definidas. É possível
observar partículas em amarelo à direita da primeira bolha que serão autoinjetadas, aumentando
a carga do feixe. Ademais, é evidente que as partículas de maior energia neste momento da
simulação se originam da quarta bolha, localizada entre −60 µm e −50 µm. Na Figura 35(c),
ξ = −50 µm corresponde ao final do primeiro platô. A figura evidencia o aumento no número
de partículas da terceira bolha em comparação ao painel (b). Além disso, a escala de cor indica
que as partículas da segunda bolha, localizada entre −50 µm e −40 µm, são as mais energéticas,
atingindo mais de 40 MeV neste momento da simulação. Na Figura 35(d), ξ = −50 µm cor-
responde ao meio da rampa central. Nesse momento da simulação, a primeira bolha continua
autoinjetando elétrons e acelerando muito os elétrons capturados, que estão bastante colimados.
Nota-se também que a segunda bolha continua acelerando os elétrons que já possuem energias
superiores a 40 MeV, e a alta quantidade de partículas da terceira bolha continuam ganhando
energia. Na Figura 35(e), ξ = −50 µm corresponde ao início do segundo platô. Devido ao
grande número de elétrons capturados pela autoinjeção, houve uma fusão da segunda e terceira
bolhas, formando uma estrutura com alta carga. Adicionalmente, esse painel mostra claramente
que as bolhas realizam um movimento retardado em relação ao referencial da janela, dando a
impressão que elétrons acelerados se movem da extremidade esquerda da bolha para a direita,
passando de uma bolha para outra, porém eles de fato não apresentam um movimento relativo
a janela no eixo ξ. Na Figura 35(f), ξ = −50 µm corresponde ao final do segundo platô, que é
caracterizado por uma grande bolha entre −55 µm e −45 µm, união das duas primeiras bolhas.
No painel anterior, a segunda bolha estava sendo deformada. Além disso, há duas regiões com
partículas em roxo, que correspondem a energias próximas de 75 MeV. A primeira região está
localizada no centro da grande bolha, formada pela união das duas primeiras bolhas, enquanto
que a segunda região está em ξ ≈ −55 µm e contém partículas de alta energia oriundas da
terceira bolha. Na Figura 35(g), ξ = −50 µm corresponde ao meio da última rampa do per-
fil de densidade. Neste ponto, a grande bolha, existente no painel anterior, desapareceu e as
partículas começaram a divergir devido à grande diminuição do valor do campo de rastro trans-
versal, que é responsável por focalizá-las. Observa-se que houve pouco aumento no valor da
energia máxima das partículas entre os painéis (f) e (g). Finalmente, em 35(h), o laser atraves-
sou completamente o perfil do gás e o feixe acelerado foi ejetado. Observa-se uma divergência
considerável no feixe, resultado do desaparecimento da bolha do painel (f).

Por construção, o caso 3 possui uma restrição na densidade do segundo platô, que deve
ser menor ou igual ao do primeiro, de forma que a parametrização da variável ωp2/ω está de
alguma forma relacionada com a variável ωp1/ω. Para eliminar esta relação, decidiu-se eliminar
essa restrição, permitindo que a densidade do segundo platô possa assumir qualquer valor no
intervalo 0 ≤ ωp2/ω ≤ 1. Essa generalização do caso 3 será o último perfil de gás otimizado
neste trabalho.
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Figura 35 – Evolução temporal da simulação do caso 3 que apresentou o maior valor de fun-
ção objetivo. Densidade de plasma normalizada pela densidade platô, em escala
de cinza, e partículas que formam o feixe acelerado no final da simulação. A
escala de cor das partículas indica sua energia em determinado momento.
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9 OTIMIZAÇÃO DE UM PERFIL DE GÁS COM 2 PLATÔS GENERALIZADO

Por fim, o quarto e último perfil de gás H2, referido como caso 4, está ilustrado na Figura 36.
Ele é similar ao terceiro, porém sem a restrição do segundo platô possuir uma densidade menor
que o primeiro, podendo tanto possuir duas rampas de descida quanto duas rampas de subida.
Novamente, um total de 8 parâmetros de entrada, apresentados na Tabela 4, são variados.

𝑧𝑓𝑜𝑐

𝑛

𝑧

𝑛1 𝜔𝑝1 𝜔

𝑛2 𝜔𝑝2 𝜔

𝐿2 𝑅3𝑅2𝑅1 𝐿1

Figura 36 – Sistema físico caso 4: 8 parâmetros de entrada são variados.

Tabela 6 – Intervalo de variação dos parâmetros de entrada do perfil caso 4. O intervalo
de variação de ωp2/ω implica em uma variação de densidade máxima no segundo platô 0 ≤
n2 ≤ 1,74 · 1021cm−3.

Parâmetro Intervalo de variação Significado

ωp1/ω 0,15 ≤ ωp1/ω ≤ 0,4
Razão entre as frequências angulares do plasma
e do laser

R1 10 µm ≤ R1 ≤ 120 µm Comprimento horizontal da rampa de subida
L1 0 µm ≤ L1 ≤ 80 µm Comprimento do primeiro platô
R2 10 µm ≤ R2 ≤ 120 µm Comprimento horizontal da rampa entre platôs
L2 0 µm ≤ L2 ≤ 60 µm Comprimento do segundo platô

ωp2/ω 0 ≤ ωp2/ω ≤ 1
Razão entre as frequências angulares do plasma
e do laser no segundo platô

R3 0 µm ≤ R3 ≤ 120 µm Comprimento horizontal da última rampa
zfoc 5 µm ≤ zfoc ≤ 200 µm Posição focal do pulso de laser

9.1 Resultados e discussão

Diferentemente das otimizações anteriores, o caso 4 foi otimizado até a iteração 200, devido
tanto ao custo computacional e o tempo de execução de cada simulação quanto a convergência
observada na Figura 37, onde observa-se uma convergência, após a iteração 70, caracterizada
por uma nuvem de pontos em Fobj ≈ 23± 1,2 u.a.. A iteração 142 apresentou o maior valor de
função objetivo Fobj = 26,1, valor este que é muito superior a todos os casos anteriores.
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Figura 37 – Valor da função objetivo em cada iteração do algoritmo para o caso 4.

A escala de cor dos pontos da Figura 38(a) indica que a posição focal do laser apresenta
uma evolução temporal bem evidente, passando de zfoc ≈ 120 µm, nas primeiras iterações,
para zfoc ≈ 112 µm na convergência (e na melhor simulação). Ademais, a grande diferença
entre os casos 3 e 4 está relacionada principalmente com os parâmetros de entrada ωp1/ω e
ωp2/ω, visto que a otimização convergiu para um perfil onde ωp2/ω > ωp1/ω, significando que
o segundo platô possui uma densidade de gás maior que o primeiro. A Figura 38(b) mostra
que a as sugestões do algoritmo para o parâmetro ωp1/ω variaram de ωp1/ω < 0,175 para
ωp1/ω ≈ 0,18 ao longo das iterações, sendo que na melhor simulação obteve-se ωp1/ω ≈
0,179. De fato, este valor representa a menor densidade de gás no primeiro platô entre todos os
casos. Ademais, como pode-se observar na Figura 38(c), após aproximadamente a iteração 50,
todas as sugestões do algoritmo de otimização sugeriram pontos entre 0,2 ≤ ωp2/ω ≤ 0,204,
sendo ωp2/ω ≈ 0,203 o valor na melhor simulação. Adicionalmente, a Figura 38(d) indica
que o comprimento horizontal ótimo da primeira rampa do perfil de gás é R1 ≈ 102,3 µm,
significando uma focalização no primeiro platô, visto que na convergência zfoc ≈ 112 µm. Este
comprimento da primeira rampa é pouco maior que o do caso 3 (R1 ≈ 91,2 µm), porém naquele
caso a focalização ocorre pouco após o centro da primeira rampa (zfoc ≈ 57,8 µm). Além disso,
o comprimento do primeiro platô ótimo do caso 4, indicado pela Figura 38(e) é L1 ≈ 58,4 µm,
valor similar ao do caso 3. De fato, essa figura evidencia um comportamento bem definido nas
sugestões do algoritmo ao longo das iterações para esse parâmetro, que por volta da iteração
50 estava em L1 ≈ 60 µm e com o passar das iterações convergiu no intervalo 58 µm ≤ L1 ≤
59 µm. O comprimento da rampa central R2, indicado pela Figura 38(f) aumentou cerca de 18%
em relação ao caso anterior. Na convergência, as sugestões do algoritmo ficaram no intervalo
117 µm ≤ R2 ≤ 119 µm, sendo o valor ótimo R2 ≈ 118,2 µm. Isso significa que a rampa
central é, na verdade, uma segunda rampa de subida com um comprimento horizontal maior
que a primeira, porém com uma inclinação muito menor, visto que ne ∝ ωp/ω

2 (ver equação
4.5). A Figura 38(g) indica que as sugestões para o comprimento do segundo platô variam entre
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39 µm ≤ L2 ≤ 42 µm na convergência, sendo o valor ótimo L2 ≈ 40 µm, que representa um
aumento de 33% em relação ao caso 3. O último parâmetro de entrada, R3, apresentado na
Figura 38(h) convergiu no intervalo 42 µm ≤ R3 ≤ 45 µm, sendo o valor ótimo R3 = 43,7 µm,
que representa uma diminuição de cerca de 54% em relação ao caso anterior, e significando uma
queda de densidade abrupta. Por fim, o comprimento horizontal total do perfil de gás ótimo,
apresentado na Figura 38(i) é Lt ≈ 362,7 µm, pouco menor que no caso anterior.

A Figura 38(j) mostra que a otimização do caso 4 convergiu para um perfil de gás que produ-
ziu um feixe de elétrons com uma mediana de energia no intervalo 15,7MeV ≤ Ẽ ≤ 17,5MeV

e, além disso, na melhor simulação obteve-se Ẽ ≈ 16,7MeV. Isso representa um grande cres-
cimento em relação aos casos anteriores, cuja mediana de energia do feixe, na convergência,
era inferior 15 MeV, nos casos 1 e 3, e inferior a 16 MeV, no caso 2. Porém, em relação a
energia máxima das partículas, não houve grande diferença em relação ao caso 3, visto que,
como indicado pela Figura 38(k), a otimização convergiu para um feixe cuja as energias má-
ximas estão no intervalo 80MeV ≤ Emax ≤ 100MeV. Na simulação com o maior valor de
Fobj obteve-se Emax ≈ 87MeV, o que representa um acréscimo de 7% em relação a energia
máxima da melhor simulação do caso 3. Ademais, a carga selecionada do feixe é o principal
fator para o grande aumento no valor de Fobj , que passou de Fobj = 19,8 u.a. no caso 3 para
Fobj = 26,1 u.a. no caso 4. Como indicado na Figura 38(l), os feixes acelerados, na conver-
gência, apresentaram carga selecionada no intervalo 1100 pC ≤ Qsel ≤ 1350 pC, sendo que na
melhor simulação foi acelerado um feixe com Qsel ≈ 1305 pC, representando um crescimento
de 30% em relação ao caso anterior. Por fim, as Figuras 38(m) e (n) apresentam, respectiva-
mente, o espectro de elétrons obtido na simulação que apresentou o maior valor de Fobj e o
perfil de gás ótimo - obtido nessa simulação - com o mapeamento dos painéis que apresentam
os parâmetros de entrada na densidade de gás.
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Figura 38 – Dispersão de Fobj a (a) posição focal do laser, razão entre as frequências angu-
lares do plasma e do laser (b) no primeiro platô e (c) no segundo platô e com-
primentos (d) da primeira rampa, (e) do primeiro platô e (f) da rampa central,
(g) do segundo platô, (h) da última rampa e (l) total do plasma, (j) mediana da
energia (considerando apenas partículas com E ≥ 8MeV), (k) energia máxima
e (l) carga selecionada (considerando apenas partículas com E ≥ 8MeV). A
escala de cor indica as iterações do algoritmo. Em (m) é apresentado o melhor
espectro de elétrons acelerado e em (n), o perfil de gás ótimo do caso 4.
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Similar ao caso anterior, a Figura 39 apresenta os perfis de gás, em vermelho, e as posições
focais do laser, em verde, explorados pelo algoritmo de otimização Bayesiana ao longo das
iterações do caso 4. Observa-se que o algoritmo explorou muito mais perfis de gás com duas
rampas de subida de densidade.
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Figura 39 – Perfis de densidade e posições focais sugeridas ao longo das iterações.

A Figura 40(a) apresenta uma característica diferente nos espectros obtidos no pelas 40
melhores e últimas simulações em relação aos casos anteriores. Primeiro, observa-se que a
carga dos espectros pouco diminui entre 8MeV e 20MeV, indicando feixes com altas cargas
nessa região. O mesmo pode ser observado entre 40MeV ≤ E ≤ 75MeV, onde novamente a
Figura 40(a) indica valores de carga muito similares em todo intervalo. A Figura 40(a) também
mostra que todas essas simulações alcançaram altas energias máximas e que não há grande
diferença entre os espectros obtidos pelos dois grupos de simulações, pois como fica claro pela
Figura 40(b), todos eles possuem valores de função objetivo muito próximos.
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Figura 40 – Intervalo de confiança de 95% obtido pelo teste t-student (a) dos espectros das
40 melhores e últimas simulações. As simulações de cada grupo estão indicadas
pelos pontos coloridos em (b), que apresenta o valor da função objetivo em cada
iteração da otimização do caso 4.



69

A Figura 41 apresenta uma analise sobre a influência das duas rampas de subida do per-
fil do gás no espectro obtido. A partir do perfil de gás que resultou no maior valor de Fobj

obtido durante a otimização do caso 4, foram gerados outros dois perfis ilustrados em 41(a).
O primeiro deles é um perfil trapezoidal assimétrico, em azul, e o outro, em vermelho, apre-
senta duas rampas de subida com diferentes inclinações, porém, sem o primeiro platô. Como
pode ser observado nas Figuras 41(b), em escala linear, e em 41(c), em escala logarítmica, os
dois perfis de gás que apresentam duas rampas de subida obtiveram pacotes de elétrons quase-
monoenergéticos (quasimonoenergetic bunches) [51]. O perfil ótimo apresentou dois pacotes
quase-monoenergéticos em energias próximas a 20 MeV e um entre 60 MeV e 80 MeV, en-
quanto que o perfil 2 subidas, 1 platô apresentou um pacote quase-monoenergético em 60 MeV.
Esse resultado indica que a existência de duas rampas de subida no perfil do gás pode ser um
fator muito relevante para a produção de pacotes de elétrons quase-monoenergéticos. Porém,
uma análise mais detalhada sobre o assunto é necessária. A Tabela 7 apresenta os valores da
análise dos espectros. Observa-se valores muito próximos de carga selecionada entre os perfis
2 subidas, 1 platô e trapézio. Além disso, fica claro que o valor valor de função objetivo obtido
no perfil ótimo é principalmente devido a maior carga selecionada deste espectro.
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Figura 41 – Comparação (a) da influência da segunda rampa de subida no espectro obtido em
(b) escala linear e em (c) escala logarítmica.

Tabela 7 – Resultados dos espectros obtidos na análise da influência da rampa central.

Perfil Fobj [u.a.] Ẽsel [MeV] Emax [MeV] Qsel [pC]
2 subidas, 1 platô 21,7 15,9 112,4 1126,9

trapézio 19,7 16,4 77,3 1101
ótimo (caso 4) 26,1 16,7 87 1305
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Os painéis da Figura 42 ilustram a evolução temporal da melhor simulação do caso 4, exi-
bindo a janela de simulação em diferentes posições do plasma. Em todos os painéis, a densidade
de elétrons normalizada pela densidade do primeiro platô é mostrada em escala de cinza, jun-
tamente com as partículas que compõem o feixe acelerado. A cor das partículas indica sua
energia em um determinado momento. Na Figura 42(a), a posição ξ = −50 µm corresponde
ao início do primeiro platô do perfil de gás. Nessa posição, é possível observar, pela escala de
cinza, a formação de uma região central com poucos elétrons devido à grande intensidade do
laser, cujo ponto focal no vácuo é zfoc = 112 µm. Além disso, é possível notar alguns pontos
em amarelo claro, correspondentes ao início da trajetória das partículas que serão ejetadas do
plasma. Na Figura 42(b), ξ = −50 µm corresponde ao meio do primeiro platô do perfil do gás.
Neste momento, as estruturas das bolhas começam a se formar ao longo da região central do
plasma. É notável o aumento do número de partículas em amarelo, o que indica o crescimento
gradual da carga do feixe que está sendo formado. Na Figura 42(c), ξ = −50 µm corresponde
ao final do primeiro platô. Nesse momento, as bolhas já foram formadas e é possível visualizar
tanto as partículas que serão injetadas no feixe e estão localizadas antes da primeira bolha (em
ξ > −40 µm), quanto as partículas que já estão sendo aceleradas na terceira e quarta bolhas.
Na Figura 42(d), ξ = −50 µm corresponde ao meio da rampa central, que representa um cresci-
mento na densidade do plasma, em relação ao painel anterior. Nesse momento da simulação, as
bolhas continuam bem definidas, e a primeira bolha continua a autoinjetar elétrons, acelerando
os elétrons capturados que estão altamente colimados e ganhando energia cinética. Além disso,
a segunda bolha, que já contém uma grande quantidade de partículas, continua a acelerar os
elétrons, que agora apresentam energias superiores a 50 MeV. Um grande número de partícu-
las são capturadas entre a terceira e quarta bolha formando um feixe contínuo de elétrons de
carga elevada. Na Figura 42(e), ξ = −50 µm corresponde ao início do segundo platô. Nesse
painel, é possível observar o grande número de partículas autoinjetadas pela primeira bolha,
que são capturadas durante a propagação das bolhas no plasma. Além disso, é evidente a alta
colimação e carga das partículas aceleradas por essa bolha. É notável, também, que o maior
número de partículas com energias superiores a 70 MeV é proveniente da segunda bolha, e que
a grande quantidade de partículas da terceira e da quarta bolha seguem ganhando energia. Na
Figura 42(f), ξ = −50 µm corresponde ao final do segundo platô, que é caracterizado pela
grande quantidade de partículas muito energéticas entre −65 µm < ξ < −40 µm. Além disso,
observa-se um grande aumento no número de partículas no feixe, de forma que, em relação aos
primeiros painéis, parece que todo o feixe acelerado se une. Além disso, ocorrem deformações
nas estruturas das bolhas. Na Figura 42(g), ξ = −50 µm corresponde ao meio da última rampa
do perfil de densidade, que possui metade do comprimento horizontal da última rampa do caso
3. Nesse ponto, é possível observar a presença de duas grandes bolhas na escala de cinza e um
feixe contínuo altamente carregado e energético na região −68 µm < ξ < −40 µm. Esse feixe
atravessa a metade final da última rampa em poucos mícrons e é ejetado do plasma sem que sua
focalização seja tão prejudicada quanto no caso anterior. A Figura 42(h) apresenta o feixe já
ejetado, com as partículas mais energéticas na posição ξ = −50 µm, provenientes da segunda
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bolha, como indicado pelos painéis anteriores.
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Figura 42 – Evolução temporal da simulação do caso 4 que apresentou o maior valor de fun-
ção objetivo. Densidade de plasma normalizada pela densidade platô, em escala
de cinza, e partículas que formam o feixe acelerado no final da simulação. A
escala de cor das partículas indica sua energia em determinado momento.



72

10 COMPARAÇÃO ENTRE OS PERFIS DE GÁS

A Tabela 8 apresenta os resultados ótimos obtidos por otimização Bayesiana para os quatro
perfis de gás, que estão apresentados na Figura 43. Observa-se pela Figura 43(a) que o perfil de
gás caso 1 (Botorch), em laranja, possui a maior densidade dentre todos os casos otimizados.
Além, disso a densidade obtida pelo código Bayesian Optimization para o caso 1 é semelhante
às obtidas nas otimizações dos caso 2 e 3. Observa-se também, que o caso 4 apresentou uma
densidade no primeiro platô inferior aos outros. Essa densidade cresce na rampa central até
um valor próximo da densidade do segundo platô do caso 3. Os espectros de elétrons obtidos
por cada perfil estão apresentados no painel (b), em escala logarítmica, e no painel (c), em
escala linear. Observa-se uma grande semelhança no espectro obtido nas duas otimizações do
caso 1 e na otimização do caso 2, mesmo que esse último possua uma maior carga selecionada
que ambas otimizações do caso 1. Por outro lado, o feixe acelerado obtido pela otimização do
caso 3 apresenta um espectro muito melhor que aqueles obtidos nos dois primeiros casos, com
quase o dobro de carga e cerca de 10 MeV de energia máxima a mais que ambos, justificando
o grande aumento no valor da função objetivo. Porém, o perfil ótimo do caso 4 é definitiva-
mente muito superior aos demais, não apenas por apresentar uma carga selecionada 30% que a
do caso 3, mas principalmente destacando-se pela presença de três pacotes de elétrons quase-
monoenergéticos (quasimonoenergetic bunches) [51], dois deles, evidenciados na Figura 43(c),
com cargas entre 20 pC ≤ Q ≤ 30 pC, centrados em 15 MeV e 20 MeV, respectivamente, e
um terceiro, visível na Figura 43(b), com uma carga constante de aproximadamente 1 pC entre
60MeV ≤ E ≤ 75MeV. Esses pacotes de elétrons quase-monoenergéticos proporcionaram o
grande crescimento no valor da função objetivo no caso 4 e, como mencionando anteriormente,
provavelmente são gerados pela adição de uma segunda rampa de subida na densidade.

Tabela 8 – Conjuntos de parâmetros ótimos obtidos em cada otimização.

Perfil ωp1/ω R1 [µm] L1 [µm] R2 [µm] L2 [µm] R3 [µm] ωp2/ω zfoc [µm]
Caso 1 (BO) 0,217 80 52,7 80 — — — 52,6

Caso 1 0,235 80 47,7 80 — — — 56,2
Caso 2 0,210 99,8 59,8 62,1 — — — 113,4
Caso 3 0,216 94,2 66,3 100,5 30,9 94,1 0,208 57,9
Caso 4 0,179 102,3 58,4 118,2 40,1 43,7 0,203 112,1

Tabela 9 – Valores de função objetivo, carga selecionada e energia dos espectros ótimos
obtidos em cada otimização.

Perfil Fobj [u.a.] Qsel [pC] Ẽ [MeV] Emax [MeV]
Caso 1 (BO) 10,3 519 17,2 71

Caso 1 9,6 544 15,1 69
Caso 2 11,9 601 16,9 73
Caso 3 19,8 999 14,6 81
Caso 4 26,1 1305 16,7 87
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Figura 43 – Perfis de densidade obtidos (a) para a simulação de maior valor de Fobj em cada
caso e espectro do feixe de elétrons obtidos a partir de cada perfil (b) em escala
logarítmica e (c) em escala linear.

Os perfis ótimos de cada caso foram simulados 60 vezes, sem a semente de números ale-
atórios do código FBPIC fixa. Dessa forma, duas simulações com a mesma condição inicial
podem resultar em feixes acelerados diferentes, o que leva a diferentes espectros de elétrons
e, consequentemente, a uma variação no valor da função objetivo. A Figura 44(a) apresenta os
intervalos de confiança de 95% dos espectros obtidos a partir dessas 60 repetições dos perfis óti-
mos. Além disso, a Figura 44(b) apresenta o diagrama de caixa dos valores da função objetivo
obtidos nessas repetições.

Pela análise do espectro na Figura 44(a) e pelo diagrama de caixa na Figura 44(b), é evidente
que a otimização Bayesiana do caso 1 com o pacote Botorch, em laranja, resultou no pior
resultado de todos. No entanto, a otimização do caso 1 com o pacote Bayesian Optimization,
em azul, e a otimização do caso 2, em verde, produziram resultados ligeiramente melhores que a
do caso 1 (Botorch). Além disso, embora a Figura 44(b) mostre que a mediana das 60 repetições
do caso 1 (BO) seja levemente superior que a mediana do caso 2, o teste de Tukey mostra que
não há diferença estatística entre as 60 repetições desses dois casos. Por outro lado, o caso
3 apresentou valores de função objetivo superiores aos primeiros, produzindo feixe de elétrons
com mais carga e energias máximas entre 80 MeV e 100 MeV. Por fim, as 60 repetições do caso
4 mostraram-se muito superior as demais, produzido espectros que apresentam pacotes quase-
monoenergéticos, responsáveis por aumentar consideravelmente o valor da função objetivo,
como fica claro pela Figura 44(b).
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Figura 44 – Intervalo de confiança de 95% obtido pelo teste t-student para os (a) espectros
produzidos pelas 60 repetições dos perfis ótimos sem a fixação da semente de
números aleatórios na simulação PIC. O diagrama de caixa (b) ilustra o valor da
função objetivo dos espectros obtidos em cada uma das 60 repetições.
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11 CONCLUSÃO

O algoritmo de otimização Bayesiana foi aplicado em simulações particle-in-cell para oti-
mizar o espectro de elétrons acelerados em um acelerador de plasma a laser, operando no regime
automodulado. O objetivo da otimização era obter um feixe de elétrons capaz de gerar fótons
com energia suficiente para produzir o radioisótopo 99Mo pela rota reacional 99Mo(γ,n)100Mo.

Foram otimizados quatro diferentes perfis de densidade do gás H2. O primeiro perfil de
densidade, denominado caso 1, possui um formato trapezoidal simétrico com três parâmetros
de entrada. Com a aplicação do algoritmo, o caso 1 convergiu para um feixe de elétrons com
544 pC de carga, 15,1 MeV de mediana de energia e 59 MeV de energia máxima, conside-
rando apenas as partículas com energias superiores a 8 MeV. O segundo perfil de densidade
otimizado, denominado caso 2, possui dois graus de liberdade a mais que o anterior, totalizando
cinco parâmetros de entrada que permitem a formação de um perfil de densidade trapezoidal
assimétrico. No entanto, o espectro ótimo encontrado pela aplicação da otimização Bayesiana
não apresentou diferenças significativas em relação ao perfil anterior. O feixe resultante apre-
sentou 601 pC de carga, 16,9 MeV de mediana de energia e 73 MeV de energia máxima. Isso
sugere que a complexidade experimental envolvida na obtenção de um perfil assimétrico não é
compensada por uma melhoria significativa no feixe acelerado.

Por outro lado, a otimização dos dois últimos perfis de densidade de gás, denominados caso
3 e caso 4, respectivamente, apresentaram grandes melhorias no espectro de elétrons ejetado.
O perfil ótimo do caso 3 possui dois platôs com uma queda de densidade suave entre eles. A
melhoria no espectro obtido por esse perfil se deve principalmente ao maior comprimento total
do perfil de gás, o que possibilita uma maior quantidade de partículas aceleradas, de forma que
a carga total selecionada do feixe quase dobrou, atingindo quase 1000 pC, porém, apresentando
uma mediana de energia de 14,6 MeV, valor pouco menor que o caso anterior, e 81 MeV de
energia máxima, que representa um aumento de aproximadamente 11% em relação ao caso 2.
Ademais, o perfil de densidade ótimo do caso 4, que possui os mesmos dois platôs que o caso
3, porém com uma rampa crescente de densidade entre eles, apresentou os melhores resultados,
produzindo um feixe de elétrons com 1305 pC de carga selecionada, 30% a mais que o caso 3,
16,7 MeV de mediana de energia e uma energia máxima de 87 MeV. A razão para o cresci-
mento substancial da carga selecionada do feixe acelerado parece estar associada com a rampa
de subida de densidade entre os platôs. Os resultados indicam que está rampa proporciona a
obtenção de feixes de elétrons quase monoenergéticos próximos a 20 MeV, porém, é necessário
uma maior análise acerca deste fenômeno observado.

Como um futuro estudo, pretende-se utilizar os espectros ótimos obtidos pelos quatro per-
fis no código TOPAS [103] - este é um código de simulação de Monte Carlo - para realizar
simulações de produção e atividade do radioisótopo 99Mo.
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CIUN, V.; DIACONESCU, B.; TICOŞ, C. M. Target Characteristics Used in Laser-
Plasma Acceleration of Protons Based on the TNSA Mechanism. Frontiers in Physics.
[S. l.]: Frontiers Media SA, 1 mar. 2022. DOI 10.3389/fphy.2022.727718. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.3389/fphy.2022.727718.

[61] SNAVELY, R. A.; KEY, M. H.; HATCHETT, S. P.; COWAN, T. E.; ROTH,
M.; PHILLIPS, T. W.; STOYER, M. A.; HENRY, E. A.; SANGSTER, T. C.;
SINGH, M. S.; WILKS, S. C.; MACKINNON, A.; OFFENBERGER, A.; PENNING-
TON, D. M.; YASUIKE, K.; LANGDON, A. B.; LASINSKI, B. F.; JOHNSON,
J.; PERRY, M. D.; CAMPBELL, E. M. Intense High-Energy Proton Beams from
Petawatt-Laser Irradiation of Solids. Physical Review Letters. [S. l.]: American Phy-
sical Society (APS), 2 out. 2000. DOI 10.1103/physrevlett.85.2945. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.85.2945.

[62] HATCHETT, Stephen P.; BROWN, Curtis G.; COWAN, Thomas E.; HENRY, Eugene
A.; JOHNSON, Joy S.; KEY, Michael H.; KOCH, Jeffrey A.; LANGDON, A. Bruce;
LASINSKI, Barbara F.; LEE, Richard W.; MACKINNON, Andrew J.; PENNINGTON,
Deanna M.; PERRY, Michael D.; PHILLIPS, Thomas W.; ROTH, Markus; SANGSTER,
T. Craig; SINGH, Mike S.; SNAVELY, Richard A.; STOYER, Mark A.; . . . YASUIKE,
Kazuhito. Electron, photon, and ion beams from the relativistic interaction of Petawatt
laser pulses with solid targets. Physics of Plasmas. [S. l.]: AIP Publishing, maio 2000.
DOI 10.1063/1.874030. Disponível em: http://dx.doi.org/10.1063/1.874030.

[63] SUN, Zhanliang. Review: Production of nuclear medicine radioisotopes with ultra-intense
lasers. AIP Advances. [S. l.]: AIP Publishing, 1 abr. 2021. DOI 10.1063/5.0042796. Dis-
ponível em: http://dx.doi.org/10.1063/5.0042796.

[64] RICHERS, Sherwood; WILLCOX, Don E.; FORD, Nicole M.; MYERS, Andrew.
Particle-in-cell simulation of the neutrino fast flavor instability. Physical Review D. [S.
l.]: American Physical Society (APS), 20 abr. 2021. DOI 10.1103/physrevd.103.083013.
Disponível em: http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.103.083013.

[65] MYERS, Andrew; COLELLA, Phillip; VAN STRAALEN, Brian. The Convergence of
Particle-in-Cell Schemes for Cosmological Dark Matter Simulations. arXiv, 2015. DOI
10.48550/ARXIV.1503.05969. Disponível em: https://arxiv.org/abs/1503.05969.

[66] NGUYEN, Vinh Phu; DE VAUCORBEIL, Alban; NGUYEN-THANH, Chi; MAN-
DAL, Tushar Kandal. A generalized particle in cell method for explicit so-
lid dynamics. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering. [S.
l.]: Elsevier BV, nov. 2020. DOI 10.1016/j.cma.2020.113308. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2020.113308.



[67] CHEN, Pisin; DAWSON, J. M.; HUFA spectral, quasi-cylindrical and dispersion-
free Particle-In-Cell algorithm, Computer Physics CommunicationsF, Robert W.; KAT-
SOULEAS, T. Acceleration of Electrons by the Interaction of a Bunched Elec-
tron Beam with a Plasma. Physical Review Letters. [S. l.]: American Physi-
cal Society (APS), 18 fev. 1985. DOI 10.1103/physrevlett.54.693. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.54.693.

[68] TURING, A. M. I.—COMPUTING MACHINERY AND INTELLIGENCE. Mind. [S. l.]:
Oxford University Press (OUP), 1 out. 1950. DOI 10.1093/mind/lix.236.433. Disponível
em: http://dx.doi.org/10.1093/mind/LIX.236.433.

[69] ROSENBLATT, F. The Perceptron: A Perceiving and Recognizing Automaton, Report
85-60-1, Cornell Aeronautical Laboratory, Buffalo, New York, 1957.

[70] KAPLAN, Andreas; HAENLEIN, Michael. Siri, Siri, in my hand: Who’s the fairest in
the land? On the interpretations, illustrations, and implications of artificial intelligence.
Business Horizons. [S. l.]: Elsevier BV, jan. 2019. DOI 10.1016/j.bushor.2018.08.004.
Disponível em: http://dx.doi.org/10.1016/j.bushor.2018.08.004.

[71] SILVER, David; HUBERT, Thomas; SCHRITTWIESER, Julian; ANTONOGLOU, Io-
annis; LAI, Matthew; GUEZ, Arthur; LANCTOT, Marc; SIFRE, Laurent; KUMA-
RAN, Dharshan; GRAEPEL, Thore; LILLICRAP, Timothy; SIMONYAN, Karen; HAS-
SABIS, Demis. Mastering Chess and Shogi by Self-Play with a General Reinforce-
ment Learning Algorithm. 2017. DOI 10.48550/ARXIV.1712.01815. Disponível em:
https://arxiv.org/abs/1712.01815.

[72] BHARDWAJ, Rohan; NAMBIAR, Ankita R.; DUTTA, Debojyoti. A Study of Machine
Learning in Healthcare. 2017 IEEE 41st Annual Computer Software and Applications
Conference (COMPSAC). [S. l.]: IEEE, jul. 2017. DOI 10.1109/compsac.2017.164. Dis-
ponível em: http://dx.doi.org/10.1109/COMPSAC.2017.164.

[73] ABREU, Pedro Henriques; SANTOS, Miriam Seoane; ABREU, Miguel Henriques; AN-
DRADE, Bruno; SILVA, Daniel Castro. Predicting Breast Cancer Recurrence Using
Machine Learning Techniques. ACM Computing Surveys. [S. l.]: Association for
Computing Machinery (ACM), 12 out. 2016. DOI 10.1145/2988544. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.1145/2988544.

[74] CHAOCHENG LI; JUN WANG; XIAONIAN WANG; YIHUAN ZHANG. A model ba-
sed path planning algorithm for self-driving cars in dynamic environment. 2015 Chinese
Automation Congress (CAC). [S. l.]: IEEE, nov. 2015. DOI 10.1109/cac.2015.7382666.
Disponível em: http://dx.doi.org/10.1109/CAC.2015.7382666.

[75] MEMON, Qudsia; AHMED, Muzamil; ALI, Shahzeb; MEMON, Azam Ra-
fique; SHAH, Wajiha. Self-driving and driver relaxing vehicle. 2016 2nd



International Conference on Robotics and Artificial Intelligence (ICRAI).
[S. l.]: IEEE, nov. 2016. DOI 10.1109/icrai.2016.7791248. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.1109/ICRAI.2016.7791248.

[76] FATHY, Mahmoud; ASHRAF, Nada; ISMAIL, Omar; FOUAD, Sarah; SHAHEEN,
Lobna; HAMDY, Alaa. Design and implementation of self-driving car. Procedia Com-
puter Science. [S. l.]: Elsevier BV, 2020. DOI 10.1016/j.procs.2020.07.026. Disponível
em: http://dx.doi.org/10.1016/j.procs.2020.07.026.

[77] Types of Artificial Intelligence Algorithms You Should Know [A Complete Guide].
Disponível em: https://www.upgrad.com/blog/types-of-artificial-intelligence-algorithms/.
Acessado em: abril, 2022.

[78] CABRAL, Bruno Rodrigues. Processos Gaussianos para Aprendizado Supervisio-
nado. Orientador: Sacht, Leonardo Koller. TCC (graduação) - Universidade Fe-
deral de Santa Catarina. Centro de Ciências Físicas e Matemáticas. Matemá-
tica. Florianópolis, SC, 2021. Acessado em: março, 2022. Disponível em:
https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/224907

[79] de FREITAS, N. Machine learning - Introduction to Gaussian processes - YouTube, 2013.
[Online]. Disponível em: https://www.youtube.com/watch?v=4vGiHC35j9s&t=1424s.
Acessado em: abril, 2022.

[80] DO, C. B. The Multivariate Gaussian Distribution, 2008. Disponível em:
https://cs229.stanford.edu/section/gaussians.pdf. Acessado em: abril, 2022.

[81] WANG, Jie. An Intuitive Tutorial to Gaussian Processes Regression. 2020. DOI
10.48550/ARXIV.2009.10862. Disponível em: https://arxiv.org/abs/2009.10862.

[82] RASMUSSEN, C. E.; WILLIAMS, C. K. I. Gaussian Processes for Machine Learning, the
MIT Press. 2006; ISBN 026218253X. Massachusetts Institute of Technology. Disponível
em: https://gaussianprocess.org/gpml/

[83] DUVENAUD, David. Automatic model construction with Gaussian processes. Apollo -
University of Cambridge Repository, 8 abr. 2015. DOI 10.17863/CAM.14087. Disponível
em: https://www.repository.cam.ac.uk/handle/1810/247281.

[84] Gaussian processes (3/3) - exploring kernels Disponível em:
https://peterroelants.github.io/posts/gaussian-process-kernels/. Acessado em: março,
2022.

[85] DAI, F. Machine Learning Cheat Sheet: Classical equations and diagrams in machine
learning. 2017. Disponível em: https://raw.githubusercontent.com/soulmachine/machine-
learning-cheat-sheet/master/machine-learning-cheat-sheet.pdf. Acessado em: abril, 2022.



[86] FRAZIER, Peter I. A Tutorial on Bayesian Optimization. 2018. DOI 10.48550/AR-
XIV.1807.02811. Disponível em: https://arxiv.org/abs/1807.02811.

[87] SRINIVAS, Niranjan; KRAUSE, Andreas; KAKADE, Sham M.; SEEGER, Matthias.
Gaussian Process Optimization in the Bandit Setting: No Regret and Expe-
rimental Design. arXiv, 2009. DOI 10.48550/ARXIV.0912.3995. Disponível em:
https://arxiv.org/abs/0912.3995.

[88] NOGUEIRA, F. Bayesian Optimization: Open source constrained global optimization tool
for Python, 2014. Disponível em: https://github.com/fmfn/BayesianOptimization..

[89] BALANDAT, Maximilian; KARRER, Brian; JIANG, Daniel R.; DAULTON, Sa-
muel; LETHAM, Benjamin; WILSON, Andrew Gordon; BAKSHY, Eytan. BoTorch:
A Framework for Efficient Monte-Carlo Bayesian Optimization. arXiv, 2019. DOI
10.48550/ARXIV.1910.06403. Disponível em: https://arxiv.org/abs/1910.06403.

[90] LEHE, Rémi; KIRCHEN, Manuel; ANDRIYASH, Igor A.; GODFREY, Brendan B.;
VAY, Jean-Luc. A spectral, quasi-cylindrical and dispersion-free Particle-In-Cell al-
gorithm. Computer Physics Communications. [S. l.]: Elsevier BV, jun. 2016. DOI
10.1016/j.cpc.2016.02.007. Disponível em: http://dx.doi.org/10.1016/j.cpc.2016.02.007.

[91] FBPIC algorithm & features. Disponível em: https://fbpic.github.io/overview/pic_algo-
rithm.html. Acessado em: abril, 2022.

[92] TUKEY, John W. Comparing Individual Means in the Analysis of Variance. Bi-
ometrics. [S. l.]: JSTOR, jun. 1949. DOI 10.2307/3001913. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.2307/3001913.

[93] COUPERUS, J.P.; KÖHLER, A.; WOLTERINK, T.A.W.; JOCHMANN, A.; ZARINI,
O.; BASTIAENS, H.M.J.; BOLLER, K.J.; IRMAN, A.; SCHRAMM, U. Tomographic
characterisation of gas-jet targets for laser wakefield acceleration. Nuclear Instruments
and Methods in Physics Research Section A: Accelerators, Spectrometers, Detectors and
Associated Equipment. [S. l.]: Elsevier BV, set. 2016. DOI 10.1016/j.nima.2016.02.099.
Disponível em: http://dx.doi.org/10.1016/j.nima.2016.02.099.

[94] SCHMID, K.; VEISZ, L. Supersonic gas jets for laser-plasma experiments. Review of
Scientific Instruments. [S. l.]: AIP Publishing, maio 2012. DOI 10.1063/1.4719915. Dis-
ponível em: http://dx.doi.org/10.1063/1.4719915.

[95] MALKA, V.; FAURE, J.; MARQUÈS, J. R.; AMIRANOFF, F.; ROUSSEAU, J. P.;
RANC, S.; CHAMBARET, J. P.; NAJMUDIN, Z.; WALTON, B.; MORA, P.; SOLODOV,
A. Characterization of electron beams produced by ultrashort (30 fs) laser pulses. Physics
of Plasmas. [S. l.]: AIP Publishing, jun. 2001. DOI 10.1063/1.1374584. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.1063/1.1374584.



[96] YU, Q.; GU, Y. J.; LI, X. F.; HUANG, S.; KONG, Q.; KAWATA, S. Electron self-injection
into the phase of a wake excited by a driver laser in a nonuniform density target. Physics
of Plasmas. [S. l.]: AIP Publishing, jul. 2015. DOI 10.1063/1.4926589. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.1063/1.4926589.

[97] KISELEV, S.; PUKHOV, A.; KOSTYUKOV, I. X-ray Generation in Strongly Non-
linear Plasma Waves. Physical Review Letters. [S. l.]: American Physical So-
ciety (APS), 23 set. 2004. DOI 10.1103/physrevlett.93.135004. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.93.135004.

[98] ANICULAESEI, Constantin; PATHAK, Vishwa Bandhu; KIM, Hyung Taek; OH, Kyung
Hwan; YOO, Byung Ju; BRUNETTI, Enrico; JANG, Yong Ha; HOJBOTA, Calin Ioan;
SHIN, Jung Hun; JEON, Jong Ho; CHO, Seongha; CHO, Myung Hoon; SUNG, Jae Hee;
LEE, Seong Ku; HEGELICH, Björn Manuel; NAM, Chang Hee. Electron energy increase
in a laser wakefield accelerator using up-ramp plasma density profiles. Scientific Reports.
[S. l.]: Springer Science and Business Media LLC, 2 ago. 2019. DOI 10.1038/s41598-
019-47677-5. Disponível em: http://dx.doi.org/10.1038/s41598-019-47677-5.

[99] KIM, Jaehoon; KIM, Geun Ju; YOO, Seung Hoon. Energy Enhancement Using an
Upward Density Ramp in Laser Wakefield Acceleration. Journal of the Korean Physi-
cal Society. [S. l.]: Korean Physical Society, 15 nov. 2011. DOI 10.3938/jkps.59.3166.
Disponível em: https://doi.org/10.3938/jkps.59.3166.

[100] ZHANG, Zhijun; LIU, Jiansheng; WANG, Wentao; LI, Wentao; YU, Changhai; TIAN,
Ye; QI, Rong; WANG, Cheng; QIN, Zhiyong; FANG, Ming; LIU, Jiaqi; NAKAJIMA,
Kazuhisa; LI, Ruxin; XU, Zhizhan. Generation of high quality electron beams from a
quasi-phase-stable cascaded laser wakefield accelerator with density-tailored plasma seg-
ments. New Journal of Physics. [S. l.]: IOP Publishing, 7 out. 2015. DOI 10.1088/1367-
2630/17/10/103011. Disponível em: http://dx.doi.org/10.1088/1367-2630/17/10/103011.

[101] FUBIANI, G.; ESAREY, E.; SCHROEDER, C. B.; LEEMANS, W. P. Im-
provement of electron beam quality in optical injection schemes using nega-
tive plasma density gradients. Physical Review E. [S. l.]: American Physi-
cal Society (APS), 6 fev. 2006. DOI 10.1103/physreve.73.026402. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.73.026402.

[102] BENEDETTI, C.; ROSSI, F.; SCHROEDER, C. B.; ESAREY, E.; LEE-
MANS, W. P. Pulse evolution and plasma-wave phase velocity in channel-guided
laser-plasma accelerators. Physical Review E. [S. l.]: American Physical So-
ciety (APS), 31 ago. 2015. DOI 10.1103/physreve.92.023109. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.92.023109.



88

[103] PERL, J.; SHIN, J.; SCHÜMANN, J.; FADDEGON, B.; PAGANETTI, H. TOPAS:
An innovative proton Monte Carlo platform for research and clinical applications. Me-
dical Physics. [S. l.]: Wiley, 19 out. 2012. DOI 10.1118/1.4758060. Disponível em:
http://dx.doi.org/10.1118/1.4758060.



APÊNDICE A - ARTIGO PUBLICADO

“Highly Enriched Uranium-Free Medical Radioisotope Production Methods: An
Integrative Review”

Uma revisão integrativa sobre métodos de produção de radioisótopos livres urânio alta-
mente enriquecido, motivada por essa dissertação, foi publicada no decorrer do mestrado na
revista Applied Sciences (fator de impacto: 2.838 (2021)). O artigo, na integra encontra-se aqui
anexado.

Autores: Bruno Silveira Nunes1,2 Enio Rodrigo Fernandes Rodrigues2, Jonathan Alexan-
der Prestes Fruscalso2, Roger Pizzato Nunes2,3, Alexandre Bonatto1,2 e Mirko Salomón Alva-
Sánchez1,2.

1 Graduate Program in Information Technology and Healthcare Management, Federal Uni-
versity of Health Sciences of Porto Alegre (UFCSPA), Porto Alegre 90050-170, RS, Brazil

2 Beam Physics Group, Federal University of Health Sciences of Porto Alegre (UFCSPA),
Porto Alegre 90050-170, RS, Brazil

3 Electrical Engineering Department, Federal University of Rio Grande do Sul (UFRGS),
Porto Alegre 90035-190, RS, Brazil



Citation: Nunes, B.S.; Rodrigues,

E.R.F.; Fruscalso, J.A.P.; Nunes, R.P.;

Bonatto, A.; Alva-Sánchez, M.S.

Highly Enriched Uranium-Free

Medical Radioisotope Production

Methods: An Integrative Review.

Appl. Sci. 2022, 12, 12569. https://

doi.org/10.3390/app122412569

Academic Editor: Qi-Huang Zheng

Received: 15 October 2022

Accepted: 6 December 2022

Published: 8 December 2022

Publisher’s Note: MDPI stays neutral

with regard to jurisdictional claims in

published maps and institutional affil-

iations.

Copyright: © 2022 by the authors.

Licensee MDPI, Basel, Switzerland.

This article is an open access article

distributed under the terms and

conditions of the Creative Commons

Attribution (CC BY) license (https://

creativecommons.org/licenses/by/

4.0/).

applied  
sciences

Review

Highly Enriched Uranium-Free Medical Radioisotope
Production Methods: An Integrative Review
Bruno Silveira Nunes 1,2,* , Enio Rodrigo Fernandes Rodrigues 2 , Jonathan Alexander Prestes Fruscalso 2 ,
Roger Pizzato Nunes 2,3 , Alexandre Bonatto 1,2 and Mirko Salomón Alva-Sánchez 1,2

1 Graduate Program in Information Technology and Healthcare Management, Federal University of Health
Sciences of Porto Alegre (UFCSPA), Porto Alegre 90050-170, RS, Brazil

2 Beam Physics Group, Federal University of Health Sciences of Porto Alegre (UFCSPA),
Porto Alegre 90050-170, RS, Brazil

3 Electrical Engineering Department, Federal University of Rio Grande do Sul (UFRGS),
Porto Alegre 90035-190, RS, Brazil

* Correspondence: bruno.nunes@ufcspa.edu.br

Abstract: The ever-growing need for radiopharmaceuticals, i.e., compounds containing pharmaceuti-
cal drugs and radioisotopes used for medical diagnostic imaging (SPECT/PET scan) and treating
neoplasms, is significantly leading to an increased demand for such substances in hospitals and
clinics worldwide. Currently, most large-scale productions of radioisotopes required for radiophar-
maceuticals are carried out in research reactors, via the fission of highly enriched uranium. However,
because large amounts of radioactive waste are produced as byproducts in this process, new greener
methods are needed for radioisotope production. This work presents an integrative literature review
and summarizes enriched uranium-free methods for radioisotope production, accomplished through
the adoption of new reaction routes, distinct acceleration technologies, or by using other physical
processes. This review considered forty-eight studies published from 2010 to 2021 on three established
virtual databases. Among these selected works, a cyclotron is the most adopted HEU-free method for
radioisotope production, and 44Sc, 68Ga, and 99mTc are the medical radioisotopes most often reported
as produced by using the investigated HEU-free production methods.

Keywords: radioisotope production; nuclear medicine; radiopharmaceuticals; radionuclide

1. Introduction

Hospitals, clinics, and health centers make daily use of a wide range of highly com-
plex diagnoses and treatments resulting from technological advances achieved in the last
decades, with nuclear medicine being an area that benefits from such advances. In nu-
clear medicine, radiopharmaceuticals, which are compounds containing radionuclides (or
radioisotopes) bound to pharmaceutical drugs [1], are administered to patients via intra-
venous or oral injections. Depending on their properties, these organic molecules allow
the radionuclides to be fixed in specific human body organs. The radioisotope corpuscular
and/or the electromagnetic radiation it emits in this organ is used for imaging or treat-
ment purposes [2]. Radionuclides emitting either β+ particles and/or γ-rays are usually
employed in diagnoses. On the other hand, Auger electrons and β−-emitter radioisotopes
are administered in therapy [3]. Medical radioisotopes must have half-lives long enough to
allow image acquisition or therapeutic effects, but their half-lives must be short enough to
minimize the patient’s exposure to ionizing radiation [4]. In this sense, not all radioisotopes
are appropriate to be used in radiopharmaceuticals.

Some examples of medical radioisotopes are the 99mTc (half-life of approximately
6 h), 18F (half-life of 1.83 h), and 64Cu (half-life of 12.7 h). Moreover, 99mTc, the most used
radioisotope in nuclear medicine, is a γ-ray-emitter radioisotope; its emitted radiation
is detected through a gamma camera in a SPECT (single photon emission tomography)
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equipment, enabling internal imaging of the patient for diagnostic purposes [5]. Routine
clinical applications of 99mTc include bone scintigraphy [6], myocardial perfusion [7],
ventriculography [8], brain [9], sentinel node [10], immunoscintigraphy [11], blood-pool
labeling [12], sulfur colloid [13], and Meckel’s diverticulum [14] scan procedures. On the
other hand, 18F is a β+-emitter radioisotope applied in positron emission tomography (PET)
for the early detection and diagnosis of Hodgkin lymphoma [15], and colorectal, head and
neck, lung, cervical, and ovarian cancers [16]. Finally, 64Cu is a β− (39 %) and β+ (61 %)
emitter used for both PET imaging [17–19] and cancer therapy [20].

Currently, most of the radioisotope demand is met by two production methods: the
fission of highly enriched uranium (HEU) in research reactors, or the acceleration of
electrically charged particles (usually protons) in cyclotrons, toward gaseous, liquid, or
solid targets, depending on the radioisotope to be produced [21]. Cyclotrons are most
often utilized to produce short-life, neutron-deficient, β+-emitter radioisotopes, which are
mainly used for PET scans. Because of their short half-lives, these radioisotopes need to
be used right after production. Hence, they are mostly produced in medical cyclotrons
and are immediately utilized in the same sites in which these facilities are installed [22].
On the other hand, long-lived β− and γ-ray-emitter radioisotopes, generally applied to
internal radiotherapy and SPECT scans, respectively, are primarily produced in research
reactors. In addition to enabling large-scale production, research reactors also offer logistic
advantages. Because most of the radioisotopes produced in these facilities have longer
half-lives, if compared to those typically produced in cyclotrons [22], they can be widely
distributed before being used. However, as it will be soon discussed, this comes at the cost
of transporting highly radioactive material over long distances.

In a research reactor, a flux of up to 1014 neutrons/cm2 s hits an HEU target [23],
starting the uranium fission. This process produces over forty distinct radioisotopes [24],
including the 99Mo (half-life of 66 h), which later decays to 99mTc in a 99Mo/99mTc generator.
Due to the molybdenum’s large half-life, this generator can be transported all over the
world to support the worldwide medical demand of 99mTc. Despite the significant advan-
tages of the radioisotope production scale, multiple substantial concerns are associated
with the fission of HEU in research reactors. The first (and most dangerous) one is the
generation of large amounts of environmentally hazardous radioactive waste, which can
take from decades to hundreds of years to decay. Dealing with radioactive waste often
requires relocating and storing it in a deep–underground repository [25], which leads to
storage space/safety problems since the waste can be active for hundreds of years. Another
issue caused by having most of the radioisotope production centralized in research reactors
is the consequent need of transporting highly radioactive material over long distances [26].
Although this activity has been safely and efficiently conducted for several decades [27],
there are issues associated with it, such as the higher production costs and logistics com-
plexities, which are even more critical for developing countries [28]. Finally, as mentioned
by (Van Noorden, R. 2013) [29], the shutdown of two research reactors in 2009, the Chalk
River reactor (in Canada) and the Petten high flux nuclear reactor (in the Netherlands),
made it clear that the world’s radioisotope supply chain was fragile, as it greatly relied on
a few research reactors built in the 1950s and 1960s. In those times, these two reactors were
responsible for producing most of the world’s supply of 99mT; thus, the shutdowns created
a shortage of this radioisotope. This crisis motivated the research into 99Mo production in
cyclotrons via proton irradiation, and in linear accelerators via the bremsstrahlung γ-ray
reaction route 100Mo(γ,n)99Mo [29].

In addition to the aforementioned issues associated with using research reactors,
international nuclear non-proliferation policies emphasize the need of eliminating the
use of HEU for medical radioisotope production [30]. Hence, developing alternatives to
the HEU-based production methods, i.e., HEU-free production routes through different
acceleration technologies and/or physical processes, is a crucial step toward finding a
greener solution to meet the ever-growing demand for medical radioisotopes. In order to
contribute to this relevant topic, this integrative review [31] aims to identify and synthesize
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the recently reported HEU-free medical-radioisotope production methods, as well as the
medical radioisotopes produced by using such methods.

This review is organized as follows. Section 2 presents an overview of the method
adopted for the literature review and describes the process used to analyze the results.
In Section 3, the results obtained are presented and discussed. Finally, in Section 4, the
conclusions and future directions are presented.

2. Materials and Methods

This study aims to identify which radioisotopes used in medicine have recently re-
ceived interest from the scientific community and the methodologies used in their pro-
duction. Thus, this research has two guiding questions: “What alternative, HEU-free
methods have been recently used to produce medical radioisotopes?” and “What medical
radioisotopes can be produced by these alternative technologies?”.

The literature review was performed in January 2022 on the databases Virtual Health
Library (VHL) [32], Science Direct [33], and Scopus [34], with the following search strings:
“radiopharmaceutical production” OR “radioisotope production”. The search filters used
were the following: peer-reviewed papers; English-written; available electronically; and
published from 2010 to 2021. By using these filters, 91 papers were selected on VHL, 604
on Science Direct, and 294 on Scopus, resulting in 989 papers. After removing duplicate
papers, this number was reduced to 927 unique papers. After a preliminary analysis, it was
observed that, rather than reporting their own experimental radioisotope production, many
of these publications only cited the productions from other works (eventually comparing
them to their own simulation results) or estimated radioisotope reaction cross-sections,
without informing the production itself. Since filtering this situation is non-trivial, once it
involves context awareness, the 927 selected papers were manually analyzed. From this
analysis, papers that did not report their own experimental radioisotope production, or
did not present explicit radioisotope activity—in units of Bq or Ci—thick target yields, or
saturation yields (which could be used to calculate the activity), were excluded. Using this
methodology, from the 927 papers, 48 were selected [35–82], and their data are presented
in Tables A1–A4, in chronological order. In particular, in Tables A2–A4, experimental
results are reported with the same precision (number of decimal digits) informed by
their respective authors. Moreover, quantities calculated from these results were rounded
according to the number of significant digits.

With regard to the amount of radioisotope produced, all data collected from these
papers were converted to activities at the end of the bombardment in order to present all
results in the same physical unit. Each selected article presented the information differently,
because the production technology used was not the same, or because different types of
measurements were conducted.

Most of the selected studies utilizing cyclotron accelerators presented their production
results in one of three ways: thick target yield, saturation yield, or activity at the end of
the bombardment. In order to compare the production with studies that utilized other
accelerator technologies or physical processes, all measurements or calculated results
presented in these papers were converted to activities at the end of the bombardment, by
using Equations (1) and (2) [83]:

AEOB =
TTYi

λ
(1− e−λt), (1)

AEOB = SYi(1− e−λt), (2)

where AEOB is the activity at the end of the bombardment [MBq], t is the irradiation
time [h], TTY is the thick target yield [MBq/Ah], λ is the decay constant of the produced
radioisotope [h−1], i is the beam current [A], and SY is the saturation yield [MBq/A].

Some authors performed experimental activity measurements hours after the end of
the bombardment. In those cases, the AEOB was estimated with Equation (3) using the
measurement activity AT, the time after irradiation T [h], and the decay constant λ.
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AEOB =
AT

e−λT . (3)

3. Results and Discussion

Table A1 and Figure 1a show that 81.3% of the selected papers describe the use
of cyclotrons for radioisotope production. The reason behind this large number is that
cyclotron is a well-established technology. The use of hospital cyclotrons to produce
radioisotopes began in the 1950s [84], over 70 years ago, and the largest medical centers
in the world already have cyclotrons. Globally, there are more than 1500 cyclotrons [85].
Protons are usually the types of particles accelerated in cyclotrons, justifying their large
appearance numbers (34), as indicated in Table A1 and Figure 1b. In addition to cyclotrons,
research reactors (without the presence of enriched uranium), linear particle accelerators
(LINACS), plasma focus devices, and tandetrons have also been used for radioisotope
production in the selected papers. These four production technologies add up to only 18.7%
of the papers, as shown in Figure 1a.

Figure 1. Number of papers that utilized (a) the determined production technology and (b) acceler-
ated particles to produce the intended radioisotope.

Figure 2 shows that 53 unique radioisotopes were produced in the selected papers; the
most cited medical radioisotopes were 44Sc, 66Ga, 99mTc, 68Ga, 99Mo, and 89Zr. Together,
they appear in 25% of the selected papers.

Figure 2. Number of papers that cited the production of each radioisotope.

As shown in Figure 2, the most cited (7 distant citations) radioisotope is the β+-emitter
radioisotope 44Sc. Its half-life is often described to be 3.97 h, but a recent study reported a
half-life of 4.04 h [86]. This radioisotope was investigated for PET imaging [87] and might
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be a suitable alternative to 68Ga (with a half-life of 1.13 h) due to its half-life, almost four
times greater than 68Ga, which allows the synthesis of a variety of radiotracers with longer
pharmacokinetic profiles [88]. Additionally, 44Sc has been proposed as a matching pair of
47Sc (with a half-life of 80.4 h, a β−-emitter that has been proposed for radioimmunother-
apy [89]) for PET imaging, dosimetry estimation, and the assessment of radionuclide
therapeutic responses [89–91]. Currently, there are two main routes for 44Sc production, i.e.,
via 44Ti/44Sc generators, but due to difficulties in the production of the parent isotope (44Ti),
in the chemical separation, and the purification process, the applicability of this generator
is very limited, making its clinical implementation difficult [92]. Cyclotron production is
the other main source of the 44Sc radioisotope. In the selected papers, the production oc-
curred via irradiation on 44Ca, 42Ca, or natCa targets through 44Ca(p,n)44Sc, 44Ca(d,2n)44Sc,
42Ca(α, np+pn)44Sc, and natCa(p,n)44Sc reaction routes, as indicated in Table A1.

With three distinct citations, 99Mo is a β−-emitter radioisotope without direct applica-
tion in medicine. However, 99Mo decays into 99mTc, the most used radioisotope for SPECT
imaging, as mentioned in Section 1. It makes 99Mo and 99mTc the most relevant pair of
radioisotopes in nuclear medicine, justifying a total of seven distinct paper citations (four
papers cited 99mTc and three cited 99Mo).

Figure 2 also shows that two radioisotopes of gallium, namely 68Ga and 66Ga, had
seven citations combined. Moreover, 66Ga (with a half-life of 9.49 h) is a β+-emitter used
in PET. Its long half-life makes it possible to perform next-day PET imaging, improving
the image contrast [93]. 66Ga has been tested for studies of slow dynamic processes,
such as lymphatic transport [94], and imaging of tumor angiogenesis using monoclonal
antibodies [95]. Moreover, there have been reports of the use of 66Ga in a 66Ga-labeled
somatostatin as an imaging agent for receptor-positive tumors [96] and in preclinical
imaging of the GRPR expression in prostate cancer [97]. Table A1 shows that, in the
papers found in our review, 66Ga was produced in cyclotrons via irradiation on zinc
targets through the natZn(p,x)66Ga and 66Zn(p,n)66Ga reaction routes. Moreover, as used in
positron emission tomography, 68Ga is a β+-emitter radioisotope applied in the diagnostics
of prostate cancer [98] and neuroendocrine neoplasms [99]. It is also produced in cyclotrons
via irradiation on zinc targets through the natZn(p,x)68Ga and 68Zn(p,n)68Ga reaction routes,
as shown in Table A1. Another possibility to produce this radioisotope is by a 68Ge/68Ga
generator [100,101], which can consistently supply 68Ga for more than a year due to the
68Ge half-life of 271 days.

The last radioisotope with three citations in distinct papers is 89Zr (half-life of 78.4 h), a
β+-emitter, which is an effective imaging tool for antibody or immune-based PET, referred
to as “immuno-PET” [102], which represents by far the widest field of the 89Zr medical
application. However, there are studies on 89Zr-labeled nanoparticles (NPs) with promising
results in tumor detection, drug monitoring, inflammation imaging, tumor-associated
macrophages and sentinel lymph mapping [103]. Table A2 shows that the three papers
produced 89Zr in a cyclotron via irradiation on yttrium targets through the 89Y(p,n)89Zr
reaction route.

As shown in Tables A2–A4, there is a wide range of AEOB values, spanning multiple
orders of magnitudes (from a few Bq to 1014 Bq). This extreme variation is a consequence
of the distinct production routes, technologies, irradiation times, and electric currents or
neutron fluxes used for producing each radioisotope reported in these tables. As indicated
in Table A2 nº 32, for the 44Sc production, the activity obtained with a natural target is two
orders of magnitude lower than the one obtained with an enriched target. If compared to
an equivalent enriched target, a natural target will contain only a fraction of the isotopes
available for a given radioisotope production route. Hence, a much lower yield is expected
for the natural material, if compared to the enriched target.

4. Conclusions and Future Directions

An integrative review of alternative methods for radioisotope production was carried
out. Papers containing experimental production results, published from 2010 to 2021,
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were considered. A total of 48 papers were selected and analyzed. Among these works,
cyclotrons were the most adopted particle accelerator technologies for radioisotope produc-
tion, followed by HEU-free research reactors. Combined, these two methods were adopted
in nearly 94% of the papers evaluated in this review.

Regarding the radioisotopes, the most-cited one was 44Sc, with seven distinct citations,
followed by 68Ga and 99mTc with four citations, and 66Ga, 99Mo, and 89Zr with three
citations each. All of these radioisotopes are applied in PET (44Sc, 68Ga, 66Ga, 89Zr), or
SPECT (99Mo, 99mTc) diagnoses.

It is clear that new compact, environmentally safe, and cost-effective technologies for
producing radioisotopes are needed, and that there is interest from the scientific community
in developing new, HEU-free production routes that mitigate the generation of radioactive
waste. Moreover, new, decentralized production methods could minimize possible future
problems similar to the shortage crisis of 99Mo/99mTc generators in 2009. As shown in
this review, HEU-free medical-radioisotope production methods have been adopted and
reported in the last decade. However, more research in this area is crucial for attaining
greener and high-yield radioisotope production methods, capable of competing with the
current uranium-based standard production techniques.

A possible alternative would be producing radioisotopes via reaction routes triggered
by bremsstrahlung γ-rays, obtained, for example, from the deceleration of high-energy
electron beams. Depending on the target material, it is possible to estimate the energy
range required for the photons to trigger photonuclear reactions capable of producing
the radioisotope of interest. Moreover, as in this process, the radioisotope of interest is
a product of the reaction, rather than a byproduct, as in the case of nuclear fission, the
adoption of this process would mitigate the radioactive waste. Despite being reported
in the literature as a possible scheme for producing radioisotopes [104,105], such as, for
example, the 99Mo (which decays to 99mTc) [105,106], no experimental works were found
among the papers selected for this review according to the aforementioned criteria.

The high-energy electron beams required to generate bremsstrahlung photons capable
of producing radioisotopes via photonuclear reactions might be soon attainable by using
laser wakefield accelerators (LWFAs) [107,108]. In this scheme, under the proper conditions,
an intense laser pulse propagating in plasma drives a high-amplitude wakefield on its
trail, which can be used as a compact accelerating structure for the plasma electrons (self-
injection), or for an externally injected electron beam. LWFAs are capable of producing eight
GeV electron beams at the exit of a 20 cm-long plasma capillary [109]. Moreover, stable
long-term kHz operations of LWFAs have recently been reported [110]. In addition to the
low amount of radioactive waste produced via bremsstrahlung γ-rays reaction routes, the
compactness of this technology could allow for local radioisotope production, mitigating
the aforementioned transportation problems associated with other technologies that require
centralized production.

Despite the LWFA being a promising technology [111], recent studies [106,112,113]
indicate that, even if high-energy, high-repetition-rate laser systems are adopted, due
to the low yield provided by the photon activation process, very long irradiation times
would still be required to produce a given radioisotope in quantities that could supply
typical daily doses for medical applications. Hence, laser technology development, as
well as further studies on LWFA optimization for radioisotope production—by using,
for example, artificial intelligence algorithms [114,115]—may enable the development of
greener, non-centralized radioisotope production processes.

Another possible laser-based radioisotope production method is the target normal
sheath acceleration (TNSA) [112,116,117], in which an ultra-intense–ultra-short laser pulse
interacts with a solid target. A fraction of the laser’s electromagnetic field is transferred
to the target, creating plasma and heating electrons to relativistic temperatures. The
electrons expand and exit the target, forming a charge separation localized next to its
surface. This process generates a strong electrostatic field, perpendicular to the target
surface, capable of accelerating ions from the target to several MeVs [118,119]. This ion
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irradiation can be used to produce radioisotopes via (p,x) and (d,x) reaction routes. The
first experimental TNSA production of 99mTc through the 100Mo(p,2n)99mTc reaction route
occurred in 2013 [120]. In the experiment, a 1 mm thick aluminum target was illuminated
by a 50 J, 1 ps, 5× 1020 W/cm2 laser pulse. For a single shot, a production of 8.25 kBq
of 99mTc was estimated. Moreover, simulation results with the 3D PIC simulation code
Mandor [121] show that a 10 J, 100 fs laser might produce 1.93 kBq of 99mTc in a single
shot through the same reaction route, 100Mo(p,2n)99mTc. Hence, in principle, it should be
possible to produce 300 GBq of 99mTc after 6 h of continuous 10 kHz laser irradiation on a
highly enriched 100Mo target [122].

Despite the encouraging progress in both experimental and theoretical research studies
on laser-based radioisotope production, there are still many improvements to be made be-
fore laser-driven radioisotope production facilities become viable for medical applications.
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Appendix A

Table A1. Intended radioisotope production summary.

nº Intended
Radioisotope

Half-Life
[h] Decay Daughter

Isotope Technology Accelerated
Particle Production Route Reference

1

64Cu 12.7 β− (39%) 64Zn
Cyclotron Proton

64Ni(p,n)64Cu
Thisgaard et al. [35]β+ (61%)

120mSb 138.2 β+ 120Sn natSn(p,x)120mSb
122Sb 65.4 β− 122Te natSn(p,x)122Sb

2 18F 1.83 β+ 18O Cyclotron Proton 18O(p,n)18F Roeda et al. [36]

3 131I 192.5 β− 131Xe
Research
reactor Neutron 130Te(n,γ)131Te−→131I Achoribo et al. [37]

4 94mTc 0.867 β+ 94Mo Cyclotron Proton 94Mo(p,n)94mTc Hoehr et al. [38]

5 99Mo 66.0 β− 99mTc Cyclotron Proton 232Th(p,f)99Mo Abbas et al. [39]

6 13N 0.166 β+ 13C
Plasma

focus device Deuteron 13C(d,n)13N Shirani et al. [40]

7 161Ho 2.48 Ec 161Dy Cyclotron Proton natDy(p,xn)161Ho Tárkányi et al. [41]

8 67Ga 78.3 Ec 67Zn Cyclotron Proton 68Zn(p,2n)67Ga Martins et al. [42]

9 169Er 225.4 β− 169Tm
Research
reactor Neutron 168Er(n,γ)169Er Chakravarty et al. [43]

10 99mTc 6.01 γ 99Tc Cyclotron Proton 100Mo(p,2n)99mTc Bénard et al. [44]

11 44Sc 4.04 β+ 44Ca Cyclotron Proton 44Ca(p,n)44Sc Hoehr et al. [45]

12 63Zn 0.641 β+ 63Cu Cyclotron Proton 63Cu(p,n)63Zn DeGrado et al. [46]

13

103Ag 1.10 β+ 103Pd

Cyclotron 3He

natPd(3He,pxn)103Ag

Al-Abyad et al. [47]

104Ag 1.16 β+ 104Pd natPd(3He,pxn)104Ag
105Ag 991.0 β+ 105Pd natPd(3He,pxn)105Ag

106mAg 198.7 β+ 106Cd natPd(3He,pxn)106mAg
111Ag 178.8 β− 111Cd natPd(3He,pxn)111Ag
112Ag 3.13 β− 112Cd natPd(3He,pxn)112Ag
104Cd 0.962 β+ 104Ag natPd(3He,xn)104Cd
105Cd 0.925 β+ 105Ag natPd(3He,xn)105Cd
107Cd 6.50 β+ 107mAg natPd(3He,xn)107Cd

111mCd 0.808 β+ 111Cd natPd(3He,xn)111mCd

14 211At 7.21 α 207Bi Cyclotron Proton 209Bi(α,2n)211At Martin et al. [48]

15 89Zr 78.4 β+ 89Y Cyclotron Proton 89Y(p,n)89Zr Siikanen et al. [49]

16 44Sc 4.04 β+ 44Ca Cyclotron Proton 44Ca(p,n)44Sc Valdovinos et al. [50]

17 99mTc 6.01 γ 99Tc Cyclotron Proton 100Mo(p,2n)99mTc Schaffer et al. [51]

18

86Y 14.7 β+ 86Sr
Cyclotron Proton

natSr(p,n)86Y
Oehlke et al. [52]89Zr 78.4 β+ 89Y 89Y(p,n)89Zr

68Ga 1.13 β+ 68Zn natZn(p,x)68Ga

19 169Yb 1024 Ec 169Tm
Research
reactor Neutron natYb2O3(n,γ)169Yb Saxena et al. [53]

20 11C 0.339 β+ 11B Cyclotron Proton 14N(p,α)11C Moon et al. [54]

21 44Sc 4.04 β+ 44Ca Cyclotron Proton 44Ca(p,n)44Sc van der Meulen et al. [55]

22
44Sc 4.04 β+ 44Ca Cyclotron Deuteron

44Ca(d,2n)44Sc Duchemin et al. [56]44mSc 58.6 γ 44Sc 44Ca(d,2n)44mSc

23 61Cu 3.33 β+ 61Ni Cyclotron Proton
natZn(p,α)61Cu Asad et al. [57]64Zn(p,α)61Cu
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Table A1. Cont.

nº Intended
Radioisotope

Half-Life
[h] Decay Daughter

Isotope Technology Accelerated
Particle Production Route Reference

24 161Tb 165.6 β− 161Dy
Research
reactor Neutron 160Gd(n,γ)161Gd−→161Tb Aziz et al. [58]

25 186Re 89.0 β− 186Os Cyclotron Proton natW(p,n)186Re Kakavand et al. [59]

26

43Sc 3.89 β+ 43Ca
Cyclotron α

natCa(α,p)43Sc

Szkliniarz et al. [60]
40Ca(α,p)43Sc

44Sc 4.04 β+ 44Ca 42Ca(α,np+pn)44Sc
44mSc 58.6 γ 44Sc 42Ca(α,np+pn)44mSc

27
66Ga 9.49 β+ 66Zn Tandetron Proton

natZn(p,x)66Ga Fraile et al. [61]68Ga 1.13 β+ 68Zn natZn(p,x)68Ga

28 66Ga 9.49 β+ 66Zn Cyclotron Proton 66Zn(p,n)66Ga Cho et al. [62]

29

61Cu 3.33 β+ 61Ni

Cyclotron Proton

natZn(p,α)61Cu

do Carmo et al. [63]

66Ga 9.49 β+ 66Zn natZn(p,x)66Ga
67Ga 78.2 Ec 67Zn natZn(p,x)67Ga
68Ga 1.13 β+ 68Zn natZn(p,n)68Ga
65Zn 5857 β+ 65Cu natZn(p,pn)65Zn

30 47Sc 80.4 β− 47Ti Cyclotron Proton natCa(p,2n)64Cu Misiak et al. [64]

31 64Cu 12.7 β− (39%) 64Zn Cyclotron Proton 64Ni(p,n)64Cu Xie et al. [65]
β+ (61%)

32

43Sc 3.89 β+ 43Ca

Cyclotron

Deuteron 42Ca(d,n)43Sc

Sitarz et al. [66]
Proton

43Ca(p,n)43Sc

44Sc 4.04 β+ 44Ca
natCa(p,n)44Sc
44Ca(p,n)44Sc

47Sc 80.4 β− 47Ti
48Ca(p,2n)47Sc
48Ti(p,2p)47Sc

33

100Rh 20.8 β+ 100Ru

Cyclotron 3He

103Rh(3He,x)100Rh

Ali et al. [67]

101mRh 104.2 Ec (94%) 101Ru 103Rh(3He,α+n)101mRh
γ (6%) 101Rh

103Ag 1.10 β+ 103Pd 103Rh(3He,3n)103Ag
104mAg 0.558 β+ 104Pd

103Rh(3He,2n)104mAg
104Ag 1.15 β+ 103Rh(3He,2n)104Ag
103Pd 407.8 Ec 103Rh 103Rh(3He,n)103Pd

34 65Zn 5857 Ec 65Cu
Research
reactor Neutron 64Zn(n,γ)65Zn Karimi et al. [68]

35 106mAg 19.2 β+ 106Pd Cyclotron α natAg(α,x)106mAg Ditrói et al. [69]

36 15O 0.034 β+ 15N Cyclotron Deuteron 15N(d,n)15O Iguchi et al. [70]

37 72Se 201.6 Ec 72As
Linear particle

accelerator Proton 75As(p,4n)72Se DeGraffenreid et al. [71]

38
186Re 89.2 β− 186Os Research

reactor Neutron
185Re(n,γ)186Re Pourhabib et al. [72]188Re 17.0 β− 188Os 187Re(n,γ)188Re

39 67Cu 61.8 β+ 67Zn Cyclotron 70Zn15+ H2(70Zn15+,α+p)67Cu Souliotis et al. [73]

40
225Ac 240.0 α 221Fr Cyclotron Proton

232Th(p,x)225Ac Robertson et al. [74]225Ra 357.6 β− 225Ac 232Th(n,x)225Ra

41

94Tc 4.89 β+ 94Mo

Cyclotron Proton

natMo(p,x)94Tc

Ahmed et al. [75]

95Tc 20.0 β+ 95Mo natMo(p,x)95Tc
95mTc 1464 β+ 95Mo natMo(p,x)95mTc
96Tc 102.7 β+ 96Mo natMo(p,x)96Tc

99mTc 6.01 γ 99Tc natMo(p,x)99mTc
99Mo 66.0 β− 99mTc natMo(p,x)99Mo
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Table A1. Cont.

nº Intended
Radioisotope

Half-Life
[h] Decay Daughter

Isotope Technology Accelerated
Particle Production Route Reference

42 44Sc 4.04 β+ 44Ca Cyclotron Proton 44Ca(p,n)44Sc Alnahwi et al. [76]

43
99mTc 6.01 γ 99Tc Cyclotron Proton

natMo(p,x)99mTc Kambali et al. [77]99Mo 66.0 β− 99mTc 98Mo(p,x)99Mo

44 44Sc 4.04 β+ 44Ca Cyclotron Proton 44Ca(p,n)44Sc van der Meulen et al. [78]

45
13N 0.165 β+ 13C Cyclotron Proton

16O(p,α)13N Abel et al. [79]18F 1.82 β+ 18O 18O(p,n)18F

46 167Tm 222.0 Ec 167Er Cyclotron Proton natEr(p,x)167Tm Heinke et al. [80]

47 155Tb 127.7 Ec 155Gd Cyclotron Proton
155Gd(p,n)155Tb Favaretto et al. [81]156Gd(p,2n)155Tb

48 89Zr 78.4 β+ 89Y Cyclotron Proton 89Y(p,n)89Zt Cisterino et al. [82]

Table A2. Cyclotron produced radioisotopes.

nº Production Route Kinetic Energy [MeV] Current [µA] Irradiation Time [h] AEOB [kBq] Reference

1

64Ni(p,n)64Cu
16.1

121
1.26

8.2× 106

Thisgaard et al. [35]natSn(p,x)120mSb 150 3.71× 104

natSn(p,x)122Sb 3.30× 104

2 18O(p,n)18F 18 20 0.5 2.96× 107 Roeda et al. [36]

4 94Mo(p,n)94mTc 13 5 1 1.1× 105 Hoehr et al. [38]

5 232Th(p,f)99Mo
29.5 1 1 3.7× 103

Abbas et al. [39]
26.5 3.4× 103

7 natDy(p,xn)161Ho 36 61 1.18 1.89× 106 Tárkányi et al. [41]

8 68Zn(p,2n)67Ga 26 10 1 3.9× 105 Martins et al. [42]

10 100Mo(p,2n)99mTc 18 240 6.9 3.48× 108 Bénard et al. [44]

11 44Ca(p,n)44Sc 13 7.6 1 5.5× 103 Hoehr et al. [45]

12 63Cu(p,n)63Zn 14 20 1 1.84× 106 DeGrado et al. [46]

13

natPd(3He,pxn)103Ag

27 0.150 1

5.3× 102

Al-Abyad et al. [47]

natPd(3He,pxn)104Ag 6.83× 103

natPd(3He,pxn)105Ag 30
natPd(3He,pxn)106mAg 35.9
natPd(3He,pxn)111Ag 26.9
natPd(3He,pxn)112Ag 102
natPd(3He,xn)104Cd 1.48× 103

natPd(3He,xn)105Cd 5.95× 103

natPd(3He,xn)107Cd 690
natPd(3He,xn)111mCd 466

14 209Bi(α,2n)211At
27.8 0.327 4 3.91× 104

Martin et al. [48]
25.3 0.192 7.91× 103

15 89Y(p,n)89Zr 12.8 45 3 6.3× 106 Siikanen et al. [49]

16 44Ca(p,n)44Sc 15.6 25 1 4.11× 106 Valdovinos et al. [50]

17 100Mo(p,2n)99mTc 16.5 130 6 1.74× 108 Schaffer et al. [51]

18

natSr(p,n)86Y
13

4.5
1

7.4× 103

Oehlke et al. [52]89Y(p,n)89Zr 7 3.2× 104

natZn(p,x)68Ga 4.8× 105

20 14N(p,α)11C 13 60 0.5 8.66× 107 Moon et al. [54]
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Table A2. Cont.

nº Production Route Kinetic Energy [MeV] Current [µA] Irradiation Time [h] AEOB [kBq] Reference

21 44Ca(p,n)44Sc 11 50 1.5 1.9× 106 van der Meulen et al. [55]

22
44Ca(d,2n)44Sc 30 0.054 0.5 7.5× 104

Duchemin et al. [56]44Ca(d,2n)44mSc 1.9× 103

23
natZn(p,α)61Cu 11.7 20 0.5 1.4× 105

Asad et al. [57]64Zn(p,α)61Cu 40 6.2× 105

25 natW(p,n)186Re 15 20 5 5.19× 104 Kakavand et al. [59]

26

natCa(α,p)43Sc 20
0.050 1.5

5.5× 103

Szkliniarz et al. [60]
40Ca(α,p)43Sc 5.8× 103

42Ca(α,np+pn)44Sc 29 2.1× 103

42Ca(α,np+pn)44mSc 250

28 66Zn(p,n)66Ga
14.2 5 0.083 508 Cho et al. [62]8 195

29

natZn(p,α)61Cu

16.9 30 0.75

2.72× 105

do Carmo et al. [63]

natZn(p,x)66Ga 3.45× 105

natZn(p,x)67Ga 2.24× 104

natZn(p,n)68Ga 2.21× 106

natZn(p,pn)65Zn 225

30 natCa(p,2n)47Sc 20.5 0.03 5 21.1 Misiak et al. [64]

31 64Ni(p,n)64Cu 12.5 20 5-7 7.40× 106 Xie et al. [65]

32

42Ca(d,n)43Sc 6.8

1
4

1.29× 105

Sitarz et al. [66]

43Ca(p,n)43Sc
15.2

9.1× 105

natCa(p,n)44Sc 5.0× 104

44Ca(p,n)44Sc 2.24× 106

48Ca(p,2n)47Sc 22.8 8 4.2× 105

48Ti(p,2p)47Sc 28 2.0× 105

33

103Rh(3He,x)100Rh

27 0.1 1

118

Ali et al. [67]

103Rh(3He,α+n)101mRh 30
103Rh(3He,3n)103Ag 2.88× 104

103Rh(3He,2n)104mAg 1.13× 104

103Rh(3He,2n)104Ag 8.87× 103

103Rh(3He,n)103Pd 270

35 natAg(α,x)106mAg 37.6 2 1 238 Ditrói et al. [69]

36 14N(d,n)15O 3.5 40 0.017 2.22× 106 Iguchi et al. [70]

39 H2(70Zn15+,α+p)67Cu 15 0.008 6.5 1.6 Souliotis et al. [73]

40
232Th(p,x)225Ac 480 72 36.5 5.24× 105

Robertson et al. [74]232Th(p,x)225Ra 8.6× 104

41

natMo(p,x)94Tc

26 0.065 5

2.00× 104

Ahmed et al. [75]

natMo(p,x)95Tc 1.55× 104

natMo(p,x)95mTc 86.9
natMo(p,x)96Tc 2.42× 103

natMo(p,x)99mTc 7.14× 104

natMo(p,x)99Mo 3.19× 103

42 68Zn(p,n)68Ga 13 35 1.5 1.44× 108 Alnahwi et al. [76]

43
natMo(n,x)99mTc 11 20 0.083 39 Kambali et al. [77]98Mo(n,x)99Mo 33

44 44Ca(p,n)44Sc 18 18.4 5.75 3.21× 106 van der Meulen et al. [78]

45
16O(p,α)13N 16 5.6–34 3.3 9.25× 106

Abel et al. [79]18O(p,n)18F 2.15× 105
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Table A2. Cont.

nº Production Route Kinetic Energy [MeV] Current [µA] Irradiation Time [h] AEOB [kBq] Reference

46 natEr(p,x)167Tm 22.8 50 8 2.61× 105 Heinke et al. [80]

47
155Gd(p,n)155Tb 10 50 8 2.0× 105

Favaretto et al. [81]156Gd(p,2n)155Tb 23 1.7× 106

48 89Y(p,x)89Zr 12 50 5 3.45× 106 Cisterino et al. [82]

Table A3. Research reactor-produced radioisotopes.

nº Production Route Target Mass [mg] Neutron Flux [n/cm2s]
Irradiation

Time [h] AEOB [kBq] Reference

3 130Te(n,γ)131Te−→131I 5000 1.0× 1012 4 400 Achoribo et al. [37]

9 168Er(n,γ)169Er 10 8.0× 1013 504 3.88× 106 Chakravarty et al. [43]

19 natYb2O3(n,γ)169Yb 5 5.0× 1013 168 5.84× 105 Saxena et al. [53]

24 160Gd(n,γ)161Gd−→161Tb 100 1.0× 1014 108 3.92× 106 Aziz et al. [58]

34 64Zn(n,γ)65Zn 1000 4.5× 1013 0.5 6.16× 103 Karimi et al. [68]

38
185Re(n,γ)186Re 1 3.0× 1013 96 2.13× 106

Pourhabib et al. [72]187Re(n,γ)188Re 4.55× 106

Table A4. Other technologies produced radioisotopes.

nº Technology Production Route Kinetic Energy
[MeV]

Current
[µA]

Irradiation
Time [h] AEOB [kBq] Reference

6
Plasma

focus device
12C(d,n)13N 0.33

not
applicable 0.097 0.014 Shirani et al. [40]

27 Tandetron
natZn(p,n)66Ga 9 6.3× 10−3 0.106 8.5 Fraile et al. [61]natZn(p,n)68Ga 99

37
Linear particle

accelerator
75As(p,4n)72Se 49.5 163.5 68.9 1.38× 107 DeGraffenreid et al. [71]
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64. Misiak R.; Walczak, R.; Wąs, B.; Bartyzel, M.; Mietelski, J.W.; Bilewicz, A. 47Sc production development by cyclotron irradiation of
48Ca. J. Radioanal. Nucl. Chem. 2017, 313, 429–434. [CrossRef]

65. Xie, Q.; Zhu, H.; Wang, F.; Meng, X.; Ren, Q.; Xia, C.; Yang, Z. Establishing Reliable Cu-64 Production Process: From Target
Plating to Molecular Specific Tumor Micro-PET Imaging. Molecules 2017, 22, 641. [CrossRef] [PubMed]
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APÊNDICE B - COMPARAÇÕES DOS PACOTES BO E BOTORCH

Para uma melhor compreensão do funcionamento do algoritmo de otimização, além de com-
parar os pacotes Bayesian Optimization e Botorch, foram realizadas as maximizações de três
funções-teste.

Otimização da primeira função teste

Seja a primeira função-teste

f1(x) = 0,05x3 + x sen(0,9x)

e considerando sua maximização

Fobj = max f1(x), −4 ≤ x ≤ 4.

Nesse intervalo, a função possui um máximo global no ponto x ≈ 2,653, sendo o valor desse
máximo f1(x) ≈ f1(2,653) ≈ 2,745. Cada ponto dessa função f1(x) representa o resultado de
determinado experimento sujeito a condição inicial x. O primeiro valor de x, ou seja, “primeiro
ponto experimental” é obtido aleatoriamente dentro do intervalo onde a função está definida.
Esse ponto dará início ao algoritmo de otimização Bayesiana.

Os painéis (a) e (b) da Figura 45 apresentam, respectivamente, a iteração 20 da otimização
Bayesiana com o pacote Botorch e a função de aquisição nessa iteração. Os painéis (c) e (d)
apresentam mesmos os resultados, obtidos pelo pacote Bayesian Optimization. Observa-se no
painel (a) que o Botorch explorou vários pontos do domínio, adquirindo informações sobre o
comportamento da função em diversas regiões, de forma que o ajuste realizado µ, indicado
pela linha pontilhada, corresponde muito bem ao valor verdadeiro da função, indicado em azul.
Ademais, a escala de cor dos pontos indica que as ultimas sugestões ocorreram bem próximas a
região do maior valor da função e, além disso, nota-se pelo painel (b) que a sugestão do próximo
ponto a ser explorado, indicado pela estrela, também está próxima da região do máximo da
função, indicando que a otimização convergiu para o máximo após explorar um total de 11
pontos (desconsiderando os pontos em amarelo), ao longo de todo domínio. Ao comprar-se os
pontos explorados, indicados no painel (a) com a curva da função de aquisição U(x) no painel
(b), observa-se que há um decréscimo no valor da função U(x) nesses pontos. Além disso, o
valor da função cresce em uma região próxima deles, devido à incerteza do ajuste, indicado
no painel (a) pela região em azul. Conforme as interações se sucedem, essa incerteza se torna
mais significativa, aumentando o valor da função de aquisição nas regiões com maior incerteza.
Por fim, no painel (c) observa-se que o pacote Bayesian Optimization realizou uma menor
exploração do domínio da função, apresentando uma convergência mais rápida, se comparado
ao painel (a). Como consequência, houve uma maior incerteza e diferença entre o ajuste µ e o
valor verdadeiro da função no intervalo −4 ≤ x ≤ 1. Ambos os painéis (b) e (d) evidenciam



uma grande diferença entre as curvas da função de aquisição obtidas pelos dois pacotes no
intervalo −4 ≤ x ≤ 1.
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Figura 45 – Comparação da aplicação do algoritmo de otimização Bayesiana entre os paco-
tes Botorch nos painéis (a) e (b) e Bayesian Optimization nos painéis (c) e (d).
O primeiro ponto, que inicializa o algoritmo é o mesmo nas duas otimizações.
Os painéis (a) e (c) apresentam as 20 primeiras iterações do algoritmo para cada
pacote, indicando os pontos que já foram sugeridos em cada iteração (escala de
cor), além do resultado da regressão por processos Gaussianos na iteração 20 (li-
nha pontilhada) e incerteza do ajuste ±2σ pela região em azul. Para comparação
também é apresentado o valor verdadeiro da função f1(x) pela linha em azul. Os
painéis (b) e (d) apresentam a função de aquisição limite de confiança superior
na iteração 20 e o próximo ponto a ser calculada a função objetivo.

Otimização da segunda função-teste

Seja a função
f2(x, y, z) = [cos (x) + 2]2 cos2 (y) cos (z),

e sua maximização
Fobj = max f2(x, y, z), −2 ≤ x, y, z ≤ 2.

Nesse intervalo, a função f2(x, y, z) possui um máximo global no ponto (0, 0, 0), sendo o
valor desse máximo f2(0, 0, 0) = 9. Para iniciar a otimização dessa função, devido ao maior
número de variáveis foram gerados 10 pontos iniciais aleatórios, que representam o conjunto
de dados inicializado na iteração zero. Os resultados das otimizações obtidas por cada pacote
estão apresentados na Figura 46. Pela figura, observa-se que ambos os pacotes rapidamente
convergiram para o máximo da função, o painel (a) indica que aproximadamente 15 iterações
foram o bastante para que o pacote Botorch, em azul, e o pacote Bayesian Optimization, em
laranja, convergissem. Além disso, os painéis (b), (c) e (d) indicam uma maior exploração do
Bayesian Optimization, que em pelo menos 5 ocasiões, para cada parâmetro, explorou regiões



próximas aos limites dos domínios (x, y, z = ±2), pontos esses que nunca foram sugeridos pelo
Botorch até a iteração 50. Como fica evidenciado pela Figura 46(a), o Botorch apresentou uma
convergência mais suave.
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Figura 46 – Valor da (a) função objetivo f2 calculada com os conjuntos de parâmetros (b) x,
(c) y e (d) z sugeridos pelos pacotes Botorch, em azul, e Bayesian Optimization,
em laranja, em cada iteração da otimização.

Otimização da terceira função-teste

Por fim, seja a função

f3(x, y, z, w, t) = [cos (x) + 2]2 cos2 (y) cos (z) + w2 − t3,

e sua maximização

Fobj = max f3(x, y, z, w, t), −2 ≤ x, y, z, w, t ≤ 2.

Nesse intervalo, a função possui dois máximos nos pontos (0, 0, 0,±2,−2), sendo os valo-
res desses máximos f3(0, 0, 0,±2,−2) = 21. Novamente, 10 pontos iniciais aleatórios foram
utilizados para inicializar a otimização. A Figura 47 apresenta os resultados das otimizações
obtidas por cada pacote. Fica evidenciado, pela Figura 47(a), uma maior dificuldade de ambos
pacotes em convergir ao máximo da função, se comparado com os dois casos anteriores. Essa
dificuldade é devida à maior complexidade dessa função em relação as anteriores. Observa-se
que, pouco antes da iteração 40, ambos pacotes sugeriram pontos que resultaram em valores
próximos ao máximo da função. Porém, enquanto o Botorch continuou sugerindo um conjunto
de pontos que continuaram resultando em valores altos, até eventualmente convergir para o
máximo pouco depois da iteração 40, o Bayesian Optimization continuou explorando pontos
que resultaram em valores muito abaixo do máximo da função, sendo que a convergência ao
máximo ocorreu apenas após a iteração 80. Ademais, nota-se pelo painel (e) que, enquanto o



Botorch convergiu para um dos dois valores de w que resultam no máximo (w = 2), o Baye-
sian Optimization apresentou uma comportamento diferente, alternando entre os dois valores
possíveis que maximizam a função (w = ±2). Esses resultados indicam que tanto a capacidade
quanto a velocidade de convergência dos pacotes dependem da complexidade da função sendo
otimizada e que o pacote Botorch parece convergir para um máximo mais rapidamente, com
uma menor exploração.
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Figura 47 – Comparação do (a) valor da função objetivo f3 calculada com o conjunto de
parâmetros (b) x, (c) y, (d) z, (e) w e (f) t sugerido pelos pacotes Botorch, em
azul, e Bayesian Optimization, em laranja, em cada iteração.


